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1-OPERADORES DIFERENCIALES F. PROPIEDADES.

Sean f,g,h,p,.-funciones reales de variable real. En lo que sigue se entiende
que todas las funciones tienen un dominio de definicién comiun y que cumplen las
condiciones necesarias para que puedan verificar, en cada caso, las igualdades
que se proponen (por ejemplo, existencia de derivada n-sima, no anulaciéon de

g"(x),etc).

Sea F=pD un operador diferencial tal que F(F)X)=p(xX)F"(X). Propiedades:
1-F(F+g)=F(F)+F(g) pues p(F +g")=pf +pg~.

2-F(cF)=cF(F), (c constante), pues p(cf) "=c(pf").

3-F(F.9)=F7(9)+97(F), ya que p(Ffg) =F(pg")+g(pf~).

4-F(F/9)=(F(Fg-F(@F)/g*, ya que p(F g-g f)/g*=(g(pf*)-F(pg™))/ ¢’

La importancia de estos operadores se pone de manifiesto en las propiedades
siguientes que se refieren al problema clasico de derivadas sucesivas de
funciones compuestas en el que "la férmula final a que asi se llega, dada por
FAA DI BRUNO, carece de valor practico” (Rey Pastor, Teoria de Funciones).

5-Si 7=1/g9°" (X)D entonces se cumple (supuesto g*(x)=0)
[D"(PI@CO)=F"(F(@())) -
Dem.- D" (F)=F" _Se prueba por induccion que F'(F(g(x)))=F(Q(x)).
Para n=1, F(F(g(x)))=(1/g9" (D) (F(gCx)))=F"(9(x))g" (x)/g" C)=F"(g(x)) -
Si es cierto para n, lo es para n+l :
FHE@OI=F(F (FQOI)=F(F"(g(x)))=[179” (CQDIF"(@()) =
[1/9” COTIF™ (9 (X)) -g” CQ=F" (g (X)) -
6-Sea y=p!(x), es decir, x=p(y), entonces, y;::——::—ja——
X, p'(y)
Sea F=p"(y)D, se demuestra por induccidén que:
[A(FP 0N @)H=[D"(NH1(a)
Si n=1, [F(FPOINTPED=LP* D) FPEOINI(PE))=
[P" T (PG p (MIP@)=F" (P (p()))=F"(a)-
Supuesta cierta para n,
F M EPETO=F(F "(FPOIN)=FE"(p (D))=
[P (DDIFC (PN =p " T (P (D)7 p* (N=F" (P (X))
Ast que [F™'(F(PCONTPED=L[F" (P (I)1(P@))=F"!(a).

Por lo visto hasta ahora es claro que:



7-Si y=p(), x=p(y), y F=p~(y)D
[A(FPCINIE@=[D"(N1(P (@)
8-S1  F=1/g" (x)D
[D"(MHI@=F "(F((x)I)(g'(@))
9-Sean Fi=piD y Fo=p.D, F1F=FF; si y solo si p;=kp;-
F1F=p1p.D+p1p:D; FoFi=p,p:1D+popiD luego seréan iguales si pip,=p.p:, €S decir p;=kp,,

(k constante).
10-Las formulas siguientes son equivalentes:

O/g” N Ly@Cg" I1=[D"y1(@(x))g" (xX)

(1797 () O/g” N Ly@x)g"COI=[D"YI1(@(x))= ((1/7g” (D)D) "(y(g(x)))

(179 ())OW/g” N [z-g"COT=((L/7g” (x))ID)Y"(2)

(179 () OW/g” N [2Z1=((A7g9” (x)ID)"(z/9” (X))

O@Wg> O™ [z1=D((/7g°())D)"1(z) vy, en general, puede probarse por

induccion (D p(x))" D ()= D(p(X)DY"(2).-

2-APLICACIONES
1-Funciones de Bessel.

Las funciones esféricas de Bessel j|=,[Z£J L (x) y,=,fZ£Y L (X)
2X 5 2X >

. |
tienen las siguientes formulas operacionales de Rayleigh j,:(—x) (—-D

1 I—cosenx
=)o) =

Si aplicamos la formula 8 para g(x)=x?> tenemos

2”[D”(fﬂ(a)=[(Elen(f(X2»]G/a) de donde resulta que

J'.=(—X)'(; jsejxi— )2 [(DI[SE}\/—D( )]
1] 2l o o]

o bien que j(vx)=(-2) X'le(Se”\&] y(3x)=(-2) x;D'[MJ

E RE
de donde é;:[_ ji | jl(J;E) —COi;T\/_ ji | M(\ﬁg)
-0 (—2)' X2l xow (—2)' X2l

De modo igual, podrian hacerse estos cambios y encontrar series del mismo tipo
para las férmulas 9-1-30, 9-6-28, 10-1-23, 10-1-24, 10-1-25, 10-1-26, 10-2-22,
10-2-23, 10-2-24, 10-2-25 del Handbook of Mathematical functions (Abramowitz y
Stegun -novena edicién de Dover). Por ejemplo, 9-1-30
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c.u(v2)=2 [0 (Z)e. ()] ¥ (e, (VE) =5 ey
2-Si g(x)=In|x] en [5], tenemos F=xD,
[D"(EOTUNIXD=F"(EUn]X]D))=LCD)"I(F(In]x])) una férmula que es la base de la

resolucién de las E. D. de Euler, que, no en su forma habitual, sino en una
equivalente, se puede escribir,

[a)(xD)" +a;(xD)"* +..._+a Jy(x)=0, ahora bien,

[a(xD)" +a,(xD)™*  +....+aJy(InIx)=[(aD +aD +... +a)y(CO1(In|x])
por lo que se ve que se puede reducir a una ecuacién diferencial lineal con
coeficientes constantes.

Si aplicamos [5] [D"(F)I1@C))=F "(F(g(x))) vemos que
[acF+auF ™" +... +a,dy(g())=[(aD" +aD"* +..._+a)y(x)](g(x)) que demuestra el

siguiente teorema:
La condicidon necesaria y suficiente para que una E. D. lineal
homogénea se pueda reducir mediante el cambio de variable x=g!(t)
(o la sustitucion de y(x) por y(@(x)) ) a una E. D. lineal con coeficientes

constantes es que admita la expresién operacional [agF+a,F "' +... +a,]y=0,
siendo  F=1/g°(x)D.

Consideraciones semejantes pueden hacerse sobre las E. en derivadas parciales de
Cauchy o las que mediante sustituciones separadas en cada una de las variables
pueden ser reducidas a Ecuaciones en derivadas parciales con coeficientes

constantes.
3- Generalizacion de [5].-

Si P.es un operador diferencial P=po(x) (179> (x)D)" +p,(x)(1/g” (xYDY"* +. ..

o Pa(X) Y Po=po(@tCOID" +pi (gt O)IDM L +pa(g7* (X)), usando

[5] resulta Pi(F(@CO=[P(F)1( (D)

que nos dice que si en la E. D. P,(F)(X)=0 sustituimos x por g(x)

la convertimos en la E. D. P (f(g(x)))=0, o simplemente, Pi(y)=0 y

que si en esta ultima sustituimos y por f(g(x)) tenemos una E. D.

de operador P,.De otra manera, que si en Pi(y) hacemos el cambio

de variable x=g*(t) obtenemos el operador P,.

4-Si en [5] g(x)=F1(x), tenemos [D"(FI(F1(x))=F"(X).

5-Sea una funcidén o curva representada paramétricamente x=¢(t), y=y(t),cuando
tH<tgT y la funcion x=p(t) en el segmento [ty,T] tiene su inversa t=¢p(x) y
ademas ¢"(t)=0. En este caso,

y" =1/ (©)D)"(w(D)) -

6- Si F=1/ g"(x)D, entonces F(g(x)™=n g(x)"?

7-Polinomios ortogonales.

Comenzando por la férmula de Rodrigues f,=1/(ew(CO)D{w()[g(x)]1"},
si la particularizamos al caso en que g(x)=1-x?> y aplicamos [6],

tenemos que f = 2 (\/1——XD)n {W(\/E)X”}(l—xz) es decir

&,w(x)

2 ” :
fn( 1—X):m(\/ED) {W(x/]j)x } , concretando




1

99-11-2 Cf”(di__) 2"X2a(\[___D) { ma;}

n

1
22-11-3 T, (V1-x)= 2;’(2 (\/1—_xD)n {Xni}

(\/—D) { "+2}

22-11-5 P, (V ) (V D) { ”} (numeracién del Handbook of Math. funct.,

22-11-4 U, (\/17)

también podria |ncIU|rse la 22-11-1). En cuanto a la 22-11-7 una transformacion
similar da:

22-11-7 H, (V1-x)=(-2)"¢" (\/1__)([))n )

22-11-8 He, (Vx)= (-2)"e? (&D)" {eé}
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3-GENERALIZACIONES DEL TEOREMA DE TAYLOR
Teorema 1-Sean f, g, p, funciones reales de variable real, continuas
en [a,b], de clase n en [a,b) y con derivada n+l1l en (a,b), siendo

pP*(x)#0 en (a,b). Si cumplen que f(a)=g(p(a)), y., F(b)=g(p(b)) y
que Vi=1,...,n,

F (P (@)=g “(p(a))\2, siendo F=1/p"(x)D, entonces existe un ce(a,b)
tal que F ™ (F)(c)=g"*(p(c))-

Dem: Como f(a)=g(p(a)), y, F(b)=g(p(b)), entonces existe un
cie(a,b) tal que F(F)(c))=g"(p(c))) (Corolario 3 del Teorema 2 de

la secci6n anterior), como ademas F(f)(a)=g"(p(a)), (por el mismo
corolario) existe un c,e(a,c,) tal que F2(F)(c)=g%(p(c,)), etc
siguiendo los mismos pasos se llega a que existe un ce(a,c,) tal

que F"(F)(e)=g"*(p(c)) -

Con las hipotesis del teorema 1:
Teorema 2.(Generalizacion del teorema de Taylor). Si g(xX)=f(a)+

F(E) @) (x-p(@))+FE(F) (@) (x-p(a))? /21+..... +FOE) (@ (x-p(a))" /nl+
r(x-p(a)) y res tal que g(p(b))=F(b) entonces existe un ce(a,b)
tal que F"™1(F)(c)=g™1(p(c))=r, es decir

T(D)=F(@+F(F) () (P(b)-p(a))+F (N (@) (p(b)-p(a))*/21+. ..
- FF (B (@ (p)-p@)"/nt+F ") () (p(b)-p(a))™/ (n+1) !

Corolario 1. Teorema de Taylor (con resto de Lagrange).

Dem : basta usar p(x)=x en el teorema 2.

Teorema 3. Sean t,g,p funciones reales continuas en un intervalo
[a,b], de clase n en [a,b) y con derivada n+l en [a,b) y siendo

pP* (=0 en (a,b). Si t(p(a))=g(p(a)) y t(p(b))=g(p(bIO\ y Vi=1,..,n



FEEPOI) @=F@P())) (@), (es decir t¢(p(a))=g“(p(a)) )
entonces existe un ce(a,b) tal que FM(t(p(x)))(C)=F™1(g(p(x)))(c)

o de otro modo t™(p(c))=g™?! (p(c)), (siendo F=1/p"(x)D).

Corolario 1. Si gXx)=F(a)+F(F)(@) (x-p(a))+.... +FO(F)(a)(x-p(a))" /n!
y t(x) es una funcioén tal que t(p(a))=Ff(a), t"(p@)=F(HE),---,

tO(p(a))=F "(F)(a), ademas de t(p(b))=g(p(b)) (cumpliendo ty p

las hipodtesis del teorema 3), entonces existe un ce(a,b) tal que

t™(p(c))= g™ (p(c))=0.

Corolario 2. Si g()=t(p(a))+t"(p(a)) (x-p(a))+-..-+t"(p(a)) (x-p(a))"/n!
+L(x-p(a))"/(n+1)! entonces g(p(a))=t(p(a)), g (p()=t"(p()), ---,
g"(p(@)=t"(p(a)) y 1 es tal que g(p(b))=t(p(b)), entonces por

el teorema 3, existe un ce(a,b) tal que g (p(c))=t"*(p(c))=7r

es decir t(p(b))=t(p(a))+t*(p(a))(p(b)-p(a))+....+ )
tC (@) (P -p@))" /n1+t (p(e)) (p(b)-p(a))™ /(n+1)! 0o bien,
t(pCO)=t(p())+t* (P (P()-p())+- - - -+t (P() (P()-p(a))" /nl+

t () (p(X)-p(a)) "/ (n+1)! otra version del teorema 2, para F(X)=t(p(x)).
Corolario 3.-Si en el corolario 2 p(xX)=t*(x), p(a)=b, p(xX)=y,

entonces x=a+F(x)(a)(y-b)+F C(x) (@) (y-b)/72 +...+F" (x)(@)(y-b)" /nl+

F 1 (x) (@) (y-b)™? /(n+1)!, siendo o un punto entre a y x y F=1/p"(x)D.
Teorema 4. Sean t,g,p funciones reales continuas en un intervalo,

[a,b], de clase n en [a,b) y con derivada n+l en [a,b) y siendo

p*(x)20 en (a,b). Si t(a)=g(a) y t(b)=g(b) y Vi=1l,..,n

FAEO)) (@=F “(@C)) (@), (siendo F=1/p~(x)D)

entonces existe un ce(a,b) tal que F(r(x))(c)=F ™1(g(x))(c).

Dem : De t(a)=g(a) y t(b)=g(b) por el teorema 8 de la seccibén anterior
existe un ci;e(a,b) tal que F(t)(c)=F(g)(c), de aqui, por la misma

razoén existe un cye(a,c;) tal que F(t)(c)=F(g)(c,), etc, hasta llegar

a que existe un ce(a,b) tal que FI(t)(c)=F ™1(g)(c).

Corolario 1. g()=F(@)+F(H @ PC)-p())+-... +FO(F (@) (PC)-p(a))"/n!

y t(X)=F(x)-A(p(x)-p(a))"/(n+1)! se cumplen las hipétesis del teorema

1(si res tal que t(b)=g(b)), por Ilo que existe un ce(a,b) tal que
FOre) (c)= F"1 (g)(c)=r= F"1(F)(c), es decir se cumple el teorema 2.

Corolario 2. Si F FMY(H)(x)=0 en (a,b), entonces, gx)=F(@)+F(F)@)(PX)-

p(a))+.... +FO(F @) (PX)-p(a)"/n! es la solucion a la ecuacion F (F)(x)=0
que cumple las condiciones iniciales g(a)=~f(a),
F@@=F(H(@),----, FrE (@)= 7M@) () -

4-APLICACIONES

1) Sea P(X) un polinomio de grado 2n. El problema que se plantea es cuando
P(x)=P,(x?/2+bx+c), siendo P,(x) un polinomio de grado n

(esto permitiria reducir el calculo de las raices del polinomio

P(x) al de P;(X), de grado mitad).

Teorema 1. La condicidén necesaria y suficiente para que un

polinomio P(x) de grado 2n sea expresable P,(Q(x)), con Q(x)= x?/2+bx+c

siendo P;(x) de grado n, es que P(X)=k;(x+b)?"+k,(x+b)?"?+. . _+k

Dem: P(x) ha de tener un desarrollo del tipo P(x)=agta,(x?/2+bx+c)+.

.+a, (x?/2+bx+c) ,lo que equivale a que (1/(x+b)D)"P(x)=cte=k,, de

(x+b)?

donde (1/(x+b)D)™! P(x)= J'k]_(x+b)dx::kl +k,, de aquf,



1 " X +b)? X+b)*
(ij P(x):j[kl( 2) +k2J(x+b)dx:kl( 42) +k,(x+b)* +k,, etc

hasta [llegar al resultado enunciado.
Teorema 2. La condicidén necesaria y suficiente para que un

polinomio P(x) de grado np sea expresable P,(Q(x)), con Q(x) un

o _ 1 Y
polinomio de grado p, siendo P,(xX) de grado n, es que Ei?_j[) P(x) =cte
X

Dem: Si P(X)=ap+a,Q(x)+a,Q(x) +...+a,Q(x) esto equivale a que

{ﬁ Dj P(x) =cte

Teorema 3.La condicidén necesaria y suficiente para que una,
funcidén P(x) sea expresable como funcidén polindémica de grado n de

otra funcién Q(x) es que (L Dj P(x) =cte
Q'(x)

Corolario (ejemplo).P(x)=P;((ax+b)/x), siendo P;(xX) un polinomio de
grado n si y solo si (-b x2 D)" P(X)=cte.

n
1
Teorema 4. La solucion de la E. D. {Eii_s[)j P(x) =ctees un
X

polinomio de grado n y coeficientes arbitrarios de Q(X).
Teorema 5. La condicidén necesaria y suficiente para que P(x), un

polinomio de grado mn sea composicion P ((x+b)™), siendo P; de

grado m es que (L Dj P(x)=cte, y q"(x)=n(x+b)"1.
Q'(x)

Teorema 6. La condicidén necesaria y suficiente para que P(xX), un
polinomio de grado mn+p sea igual a (x+b)? P,((x+b)™), siendo P; de

grado m,y p<n es que (ES%QSE%J P(x) =cte (x+b)P, y gq"(x)=n(x+b)"? .

5-FORMULAS DEL RESTO PARA EL TEOREMA DE TAYLOR GENERALIZADO
La férmula de Taylor generalizada es:

TOO=F(@)+F(HH (@ (PCI-p(a))+- - . . +7(F (@ (P(X)-p(a))"/n!+R(X)
donde ya se ha visto que una formula para el resto es :
Ra(X)=F"1(F) (@) (p(X)-p(a))™*/(n+1) 1. Ahora veremos otras férmulas para
el resto.
Si RCO=FCY-F(O)-F(O () (PCA-p(D))-. . - -F' (A (V) (P)-p(L))"
entonces F(R(E))=-F"1(H ) (pX)-p(a))/n! ; R*()=FR())p"(L).
Ademas R(x)=0. Si aplicamos el teorema de Cauchy a las funciones
R(X)-R(A) v (p(x)-p(a))gq (siendo g= 1), existe un c intermedio a
ay x tal que :
i1 (p(x) = p(c))"

Re)-R@@ _ 7 (DO

(p() - p(a))’ a(p(x) - p(e)™*

y de aqui

R(a)=7F""(f)(c) (P()-p(@)"

n!

(p(x)-p(e)) "
p



Otra foérmula del resto:

R(X)—R(a) = j R'(t)dt = LX—]—“””( f)(t)

(p(X)— p(t))"
n!

(=P e

R(@)=[, 7N p'(tat

Estos restos se convierten para la formula de la funcidén inversa

UYL (500

R(a) = F"()(c) ,
pn!

(y(x)—- y())

R@)=[ 7" (F)(®) y'(t)dt donde y=y(x)

6-GENERALI1ZACIONES DE OTROS TEOREMAS RELATIVOS A UNA FUNCION
DERIVABLE EN UN INTERVALO.

Las hipdétesis comunes a los teoremas y corolarios siguientes son
que las funciones son continuas en el intervalo [a, b] y derivables
en (a, b).

Teorema 1.Sean f, g dos funciones tales que f(a)=p(a) y F(b)=p(b)
entonces existe un ce(a, b) tal que f*(c)=p"(c).

Dem. Sea hQ)=F(X)-p(X)- h"OY=F"(X)-p"(X). Supongamos que h*"(x)=0
en el intervalo (a, b). Como h(x) es continua en [a, b] debe
alcanzar su maximo M y su minimo absoluto m en algin punto del
intervalo [a, b]. Si alcanzase algun extremo en un punto interior
del intervalo , seria h"(c)=0, contra lo que estamos suponiendo,
luego ambos valores extremos (maximo y minimo) son alcanzados en
los extremos a y b. Pero como h(a)=h(b)=0, esto significa que m=M y
por tanto h(x) es constante en [a, b].Esto contradice el hecho de
que h"(x)20 vxe(a,b). Resulta asi que h"(c)=0 en un punto ce(a,b).
De donde f*(c)-p"(c)=0.

Nota.-Si p(X)=cte, el teorema 1 se convierte en el teorema de Rolle.
Corolario 1. Teorema de Rolle.

Corolario 2.Si f(a)=ap(@)+k y T(b)=ap(b)+k entonces existe un
ce(a,b) tal que F*(c)=ap"(c).

Corolario 3.Si las funciones son (F(xX)-f(a))(g(b)-g(a)) y
(()-g(@)) (f(b)-f(a)) resulta el teorema de Cauchy.

Corolario 4.Si g(xX)=x en el corolario 3, resulta el teorema del
valor medio.

Teorema 2. Sean f, g, p Tfunciones tales que f(a)=g(p(a)) vy

T(b)=g(p(b)) entonces existe un ce(a, b) tal que
 (©)=g"(p(c))p"(c)-

Dem. Es un caso particular del teorema 1 en que p(xX) es g(p(x)).
Corolario 1.Si g(xX)=x y p(xX)=cte, teorema de Rolle.

Corolario 2.Teorema de Cauchy.



Dem. Sea g(x) el polinomio de interpolacién para los puntos

f(@)(x-p(b)) . f(b)(x-p(a))

(P).f(@) vy (p),Ff(b)) que es  g(X)= (p(@)-p(d))  (p(b)-p(a))

fa) _ fb) _ f(b)-f(a)

g'(x)= = entonces por el teorema 2
p@)-p(b) p(b)-p(a) p(b)-p(a)
existe un ce(a, b) tal que F*(c)=g" (p(c))p-(c),
v T(0)-f(a)
f(c)= p'(c)
p(b)-p(a)

Corolario 3.Si p"(xX)=0 en (a, b) y F=1/p"(x)D entonces el teorema 2
se enuncia existe un ce(a, b) tal que F(F)(c)=g"(p(c))-

Teorema 3.Si t(f(a))=g(p(a)) y t(f(b))=g(p(b)) entonces existe un

ce(a, b) tal que t*(F(c))F"(c)=g"(p(c))p (c)-
Dem. Es una consecuencia del teorema 1.
Corolario 1.Teorema de Rolle.

Corolario 2.Teorema de Cauchy.

Dem. Si  tCO=(x-F(@))(p(b)-p(a)) y gOI=(x-p())(F(b)-f(a)) se

cumplen las hipoétesis y las tesis del teorema 3.
Corolario 3.Si p"(X)#0 en (a, b) el teorema de Cauchy es el teorema

del valor medio para el operador F=1/p"(xX)D, es decir, puede
escribirse T(b)-f(a)=F(PF) () (p()-p(a))-

Teorema 4. Sean f, g, p Tunciones de clase C"! en (a, b).Sean
a;<ap<.. <a, puntos de [a, b]. Si f(a)=g(pCa)) Vvi=l,.. n vy
p"(xX)#0 en (a, b) entonces existe un punto central ae(a, b) tal que
F OI#®) (@)=g"*(p(a)), siendo F=1/p"D.

Dem. Vi= 1,..n-1 se cumple f(a)=g(p(a)) vy f(a,)=9(pC.,))

de donde por el corolario 3 del teorema 2 existe un c,e(a,, a,)

tal que 7 (f)(c)=g"(p(c))-

Vi=l,..n-2 se cumple 7 (f)(c)=g"(p(c)) y F (F)(c..)=9"(p(c...))
luego por el corolario 3 del teorema 2 existe un d,e(c,,cC, )

tal que F 2(F)(d)=g®(p(d)) etc. hasta que se llega a que existe

un ae(a, b) (central en el sentido de que se halla como punto
intermedio de dos puntos, a su vez puntos intermedios de tres

puntos, etc.) tal que F " 1(F)(a)=g"1(p(x)).-
Teorema 5. Si p"(x)#0 en (a, b), fy p de clase C"* en (a, b) existe
un punto central o (a, b) tal que
F™ (D) () fa,) e f(a,)
(-1t (p(a,)-p(a,))--(p(a,)-p(a,)) (p(a,)-p(@,))--(p(@,)-pP(@n.))
siendo a;<...<a_ , puntos de [a, b], F=1/p"(xX)D, y p(a)=p(a) (si i#j).
Dem. Sea g(x) el polinomio de interpolacion de los puntos

(r(a).f(a)), --- (p(a),f(a))), es decir

1= T@0CP@)..0cP@,) |, T(a,)6ep(a,)-.0cP(E,)
(P@)P@)PEFPE) T ()P (P, P(E,)

For () (9= fle,)

(p(a,)-p(a,))--(p(a,)-p(a,)) (p(a,)-p(a,))--(p(a,)-p(ay.))



y aplicando el teorema 4 existe un o <(a, b) tal que 7! (F)(aw)=
g™*'(p(a)), de donde resulta el teorema 5.

Nota: Como, cuando n=2 el teorema 5 es el teorema de Cauchy,

constituye una generalizacidon de este teorema.

Corolario 1. Si f y p cumplen las hipétesis del teorema 5 en [a, b]
(nl

ntonces  wxe[abl  FGO=Can -2 ) 0 (B00-D@)-. (00 PG, )

, donde I, es el polinomio de interpolacién de la funcion f(x) en los puntos
a,--,a en el que la variable x se sustituye por p(X) y ¢ es un punto

n-17

central a a;,--,a,, X; (X no coincide con ningun a)).

Dem : Se hace a,=x y se aplica el teorema 5, multiplicando por

(PD)-p(a)) - -(PC)-pa..))-

Corolario 2. Si fy p cumplen las hipdtesis del teorema 5 en [a,b]
y que FM1(F)=0 en (a,b), entonces si a;<a,<..<a_, son puntos de

II(D()D( »
II(Ma)Ma»

[a, b] para todo x de [a, b], f(X)= §:f( )
J=1,..,n-1.
Dem : en el corolario 1, sustituimos F"(f)(c) por O

Corolario 3. La solucién de la E. D. 7(y)=0 en el intervalo
[a, b] con las condiciones de contorno y(a)=f(a,) (i=1,..,n-1) es
la funcidon F(x) del corolario 2.

Corolario 4. Si f y p cumplen las hipétesis del teorema 5, este se

puede enunciar existe un ce (a,b) tal que :

1 1 e 1 1 1 e 1
f(a,) f(a,) f(a,) FOH)() p(a,) p(a,) p(a,)
(@)  (p@,))° - .. (M%»Zbﬂ”=—z;zﬁ—(M%»2 (P@,)* . . (p@,)’
(@)™ E@)™ . .. (@)™ (@)™ (@)™ . - (p@,)"

Dem :
1 1 1 1 .. 1
fx)  f@)  f@) .. .. f@,)
p(x) p(a,) p@a;) .. . p@,)
(P())*  (p@))* (@) - - (p(@,))’
(P())™ mmorl(M%»“ S (1) e
Esta es una funcion t(x) que se anula para al,a;,---,a_,

por lo que por el teorema 4 (con g(x)=0) existe un c perteneciente a (a, b)
tal que F"'(t)(c)=0, es decir,




de donde el resultado.

Teorema 6. Si f es de clase C™!

1 1 1 1 .. 1

F(f)(c) 0 0 0
p(x) p(a;) p(@@,) p(@,)
(P()*  (pa))*  (p(a,))’ (p(a,))?
(pON™ (@)™ (@)™ .. .. (P@E)"
1 1 1 1 1

fx) fla) f(a) f(a,)

p(x)  p(@)  p@,) p(@,) o

(P())* (P@))* (p(a,))* (p@a,))’

(n=1)! 0 0 0

en (a, b) y a;<..< a_puntos de

[a, b]l, existe un ae(a, b), "central™, tal que

f (n—l(a) B

f(a)

f(a,)

f(a,)

(n_l)! (ai_az)"'(ai_an) (az_a1)---(a2_an)
Dem. Si p(xX)=x en el teorema 5 nos da ese resultado.
Nota: constituye una generalizaciéon del teorema del valor medio.

Si n=2 nos da ese teorema. Si tomamos los puntos ai=a+01y

(por ejemplo) el
derivada n-sima de

(an - ai)(an - a‘n—l)

1

2c+i

teorema 6 nos permite el calculo numérico de la

la funcién f(X) en un punto ade modo aproximado por
valores de la funcidn en puntos proximos a o.

Por otro lado si a es variable (x), el teorema 6 es la formula
del resto en la interpolacion, asi como el teorema 5 se convierte
en la formula del resto para la interpolacién de la funcion f(x)
usando polinomios de la funcién p(x) (haciendo algunos cambios),

(P(X) = p(a)....(p(X) — p(a,)) = f (x) - P(x) donde P(x)

es el polinomio de interpolacién de la funcién f(x) citado.

F (0(©)

asl EEE—

(n-1)!

Considerando el polinomio de interpolaciéon de Newton el teorema 5

se enuncia existe un ae(a,b) tal

F(n—l
(n-1)!

M:[p(ai),...,p(an)] ese polinomio es

g)=yot11(PC)-pad)d)+- - - -- +1m(P(X)-p(@)) - - (PC)-pa)) vy

1

ac(a, b) tal que

_fa)-f(a)
p(a)—pla) @

") __
(n-1)!

=la,,....a,] -

Corolario 1. Si f cumple las hipdtesis del teorema 6 en [a, b] vy
que F"1(x)=0 en (a, b), entonces si a;<a,<..<a_son puntos de

los

,), P(8,)] por ejemplo).Y el teorema 6 se escribe: existe un



(x-a
F(x) = Zf(a)ll—_[[(

Dem : en el corolarlo 2 del teorema 5, hacemos p(x)=x.
Corolario 2. Si f es de clase C> en (a, b), f es convexa en [a, b]
si para tres puntos cualesquiera de [a, b], a<ay<as, se
cumple que:
f@) ,  f@) . f()
(a,-a,)(a-a) (,-a)(a,-a;) (a;-a)(a;-a,)
o que f(a)(az-ax)-f(ax)(as-a;)+f(az)(a,-a,;)>0.
Corolario 3. La solucién de la E. D. y™!=0 en el intervalo
[a, b] con las condiciones de contorno y(a)=f(a,) (i=1,..,n-1) es
el polinomio ¥(x) del corolario 1.
Corolario 4. El teorema 6 se puede escribir : 3 ce(a, b) tal que

1 1 .. .1 1 1 ... ... 1
fta,) f@@,) .. .. f(@,) (o) a, &, . .. a,
C 2 2 2
a a a =(-D)" —7
1 2 n ( 1) (n_l)l al aZ e e a.n
a"” a,”" . . a" a"" a," .. .. a"

Corolario 5. ¥ es convexa en [a, b] si para a<a,<a; puntos del

1 1 1
intervalo |f(a) f(a,) f(a)>0
& a, CS
Teorema 7- Si t(p(a))=g(p(ad),..--- ;t(p(an))=g(p(a,)) existe un

ac(a, b) tal que 7" (t(P))) (W)= F " *(g(p(x)))(c) es decir que

g “*(p())=t"(p(a)) siendo F =1/p~(x)D (p*(x)=0 en (a, b)) .
Dem. Como el teorema 4, utilizando repetidamente el teorema 1 y
que si las derivadas de t(p(xX)) vy g(p(x)) son iguales en un punto

c, entonces t"(p(c))=g"(p(c))-
Corolario 1.Sea p(X)=x. Si t(a))=g9(a)),----,t(a)=g(a,), siendo

a;<..<a_ puntos de [a, b], entonces existe ac(a, b) tal que
t1(a)=g"1(a) (t y g de clase n-1 en (a,b)).

Corolario 2.Sea g(xX)=cte, con las hipétesis del teorema 7, es
decir, t(p(a)=t(p(az))=---=t(p(a,)) entonces existe un ac(a,b)
tal que 7" 1(t(p(x)))()=0, es decir t"1(p(a))=0

Corolario 3.Si t(X)=II;(x-p(a,)), entonces t(p(a,))=0 para todo i
de 1 a n. Luego, por el corolario 2, existe un ae(a,b) tal que

n
@ (p(a))=0,es decir, nip(a)-(n-1)1Y p(a;))=0 =
i=1
p(&)
p(a):z—nl
Corolario 4. Si p tiene inversa la media
a.
"1(;£LB£J2JeS punto central o a los puntos a;,.-..,a,-
n

Corolario 5. Si p(xX) es p(f(xX)) en el corolario 3 y p tiene inversa



existe un oe(a, b) tal que f(a)::p1£ -

Zp(f(ai»}

En lo que sigue se entiende que p(a)=p(a) si i#j.

[Tt~ pa,)
Corolario 6.-Si t(x)=) g(a)—=2 se cumple que t(a)=g(a,) = existe
2z [T (pa)-p(a))
IIG))
un ae(a,b) tal que tM'(a)=g"*(a) es decir

[T(P()-p(a))
t"* () =D 9(a,) <2 (@)=9" (). Cuando n=2, es el teorema de
2 I (p(@)-p(a))
(=)
Cauchy, por lo que es una generalizacidon de ese teorema.

[T(P(X)-p(a)))
Corolario 7. Si t(X)=) g(a) ] R(X)
" T] (p(a)-p(a)) r(a)
iGi=])
como t(a))=g(a,) existe un ae(a,b) tal que t"1(a)=g"1(a)

donde r,(a)=0

[T(p(X¥)-p(a;) 00
es decir t" (o) = D" g(a)~= i (@)= 9" (a)
2 [T (p(a)-pa) r(a)
i(i=])
Corolario 8. Si t()= IL(PCI-p(@ri(x) y gO)=IL,(FCY-F(a))r2(x)
como t(a)=g(a,) = existe un ae(a,b) tal que t"1(a)=g"?! (o)
DO HIL (PG -p(a)) (D) (@) =D (IL(FO)-F(a))r2(x)) (o)

Si n=2 y ri(x):l, da (f(a)' (f(al);f(az)) )fn(a) :(p(a)_ (p(al);p(az)) )pn(a)

Corolario 9.S1 t(X)=IL(p)-p(a))-ly(by, ..., b v
gO)=TL(F)-F(a)) 1 (by, - - -, b,) donde las 1 son funciones tales
que hacen que t(b,))=g(b,) para i desde 1 a m, entonces podemos
encontrar un ac(a,b) tal que t™™l(a)=g"™1(a).

Teorema 8. Si p"(X)=0 Vxe(a,b) y F=1/p"(x)D, siendo f(a)=g(a) y
f(b)=g(b), entonces existe un ce(a,b) tal que F (F)(c)=F (9)(c).-

Dem : Por el teorema 1 existe un c tal que f*(c)=g"(c), dividiendo
por p*"(c) se obtiene el resultado.

Corolario 1. Si las funciones son (F(xX)-f(a))(g(b)-g(a)) vy
(O(xX)-g(@)) (f(b)-f(a)) resulta un teorema de Cauchy para el operador

F, es decir existe un ce(a, b) tal que F (F)(c)(@g(b)-g(a))=F (g)(c)-
(f(b)-f(a))-

Corolario 2. Sean aj<a,<..<a, puntos de [a,b] para los que se



cumplen que f(a)=g(a,) Vi=1l,...,n , entonces existe un punto c del
intervalo (a,b) tal que F7"'(F)(c)=F"(g)(c), siendo F =1/p"(X).-
Dem : De f(a))=g(a,) (por el teorema 8) existe un ce(a, a, ) Vi=1,..
n-1, tal que F ()(c)=F (g9)(c,), de donde, repitiendo el proceso,
existe un punto ce(a, b) tal que F"'(F)(c)=F "(@)(c).

Corolario 3. Si FCO=N(P()-p(a)) y gO)=M(t()-t(a)), existe un
c e(a,b) tal que n!p(c)-(n-1)!zp(a)=F "*(g)(c) (sustituyendo F(x)
por TG .r() y g() por g(x).rz(x), también es 7 (F)(c)=
FH@I(C))-
[Tteo-p@)
Corolario 4. Si t(x)=)> g(a) J i
2 [T (p@@)-p(a)) r(a)
iGi=])
t(a,)=g(a,)) entonces existe un ce(a, b) tal que F(t)(c)=
FH@(©)

donde r,(a,)=0

Corolario 5. (Generalizacion de un teorema de Peano (1884)).Sea h(x)=
fx) 50 .. f(x
fita)  f(a) ... f.(a)

entonces h(a,)=0 para i=1,2,..,n-1

fl (an—l) f2 (an—l) fn (an—l)

y sea t(x) con igual definicidén, sustituyendo las funciones f por
las g; de aqui, t(a)=0 y, por el corolario 2, existe un punto c de
(a, b), tal que F"2(h)(c)= 72(t)(c).

Corolario 6. Si p"(x)#0 en (a, b). Sean a<..<a_ puntos de [a ,b], Vy

sean g, -.,d, funciones continuas en p([a, b]) y de clase C"?! en
el interior de p([a, b]), tales que cumplen la condicion de Haar

para los puntos p(a),---,p(a,)- Entonces existe una Unica
combinacién lineal de g,(p(X)),---,0.(p(X)) de coeficientes f;,--,
B, que coincide con T(xX) en a;,..,a,, y un acentral a a,,..,a,

tal que FOU (P @=P1g1 " (P())+B292(P(a))+- . - +Bagn(P(a))
Dem:

Construimos h(x) como el determinante formado por las funciones
fx), g (p(X)),----,0.(p(x)) evaluadas en x, a;,..,a,. Estd claro
que h(x) se anula en a,,..,a,por lo que existe un acentral tal
que F"1(h)(a)=0.



