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Comenzaré por algunas nociones elementales relativas a ssimplex n-dimensional a utilizar
més adel ante:
1) Un simplex de R" esta determinado por n vectores de R".
2) Tienen + 1 vérticesy n + 1 «caras» que son simplex de n - 1 dimensiones.
3) Dados n vectores de R", v1,V>,....,Vy,, Y conocidas sus coordenadas con respecto a una base
ortonormal, e volumen del paralelotopo que determinan viene dado por V = det

(V1,V2,eeee,V).

. : V xh
4) El volumen de un simplex de R", viene dado por V =—2— , volumen de la base por altura
n

dividido por n.
DEMOSTRACION.-S la dtura esta en la direccion del ee x y hacemos una seccion
mediante un hiperplano paraelo alabase en la coordenada x.
Si Vi, esel volumen delabasey V (X) es e volumen de la seccion,
Vi, V(X j Vi "o Vpxh
— = » V=Y (X)dx = dx =
hn-l Xn-l 06/( ) hn-lO( n

0

5) Como consecuencia de lo, anterior € volumen de un simplex de R", determinado por los
vectores vendra dado por

_ Volumen paraletotopo (v,,V,,....,v,)) _ det(v,,V,,....,V,)
n! n!

\%

6) En R" [lamaremos vector asociado a un hiperplano a un vector ortogonal a hiperplano.

7) Dados dos hiperplanos que se corten; si consideramos dos semihiperplanos, de los cuatro

en que se dividen por € corte, vamos a definir su angulo.

En primer lugar dividiran a espacio de R" en dos partes, unainterior a angulo que formany otra
exterior. Paramedir €l angulo que forman se define

Como el angulo que forman dos vectores, cada uno de ellos asociado a uno de |os hiperplanos,
uno de ellos con sentido hacia el semiespacio interior y €l otro con sentido hacia el semiespacio
exterior.

8) El término «cara» tiene agui exclusvamente e sentido de celda limitante de n-1
dimensiones. «Vector», en genera, serd un vector libre de R", pero en cuanto a constituyente
de un smplex, tendra origen y extremo. Para «determinar» o disefiar un simplex dados n
vectores libres de R", lo haremos dando un origen comin a esos vectores y uniendo sus
extremos entre si.

PRODUCTO EXTERIOR DE n -1 VECTORES DE R"

Dados n-1 vectores linealmente independientes de R", vy,va,....,vn, S€ define su producto
exterior V,XvoX....XVn,, COMO un vector ortogonal a cualquier hiperplano con subespacio
vectoria de direccion generado por esos vectores, de médulo € volumen del paralelotopo que
forman esos n - 1 vectores ; y con sentido dado por una regla determinada (que no fijaré pues
los resultados que siguen son independientes del sentido con que se haya definido el producto
exterior).



Si los vectores tienen las coordenadas, respecto a una base ortonormal, siguientes :

Vo=( Va1, V22, Va3, ..... Von)
V3=( Va1, Vaz, Vas,..... V3)
Vn:( Vni, Vn2, Vnzeone. Vnn)
entonces, el vector de R"

(; 2 . . VZFI VZl V23 V2n VZ]_ . . V2n-1 9

\Y; . \Y; \Y \Y; eV e -
V2XV3X....XVn:g # 3n 1, 3 ® o | ,(' 1)n-1 -
Vn2 o Vnn an Vn3 Vnn an oo Vnn-l a

cumple las condiciones que hemos impuesto al producto exterior de vectores, ya que 1) es ortogonal
avi(i=23,..,n

Vil i2 in
Vo Vyp Von
Vi VoXV3X... XVp=| T =0
Vii Vi2 Vin
an Vn2 . . Vnn

2) El médulo del producto exterior esigual a volumen del paraelotopo que forman losn - 1
vectores.
Sea v, un vector unitario ortogonal a subespacio generado por V,Vs,....,V,
y de coordenadas vi=( Vi1, V12, Vi3,..... V1n) respecto ala misma base ortonormal,
entonces

Vll V12 Vln
VZl V22 VZn
Vi (VaXVaXo XVp=| = T T =]y ||v,X...xv, | cosa
Vil Vi2 o Vir‘l
an Vn2 Vnn

La conclusién se deduce del hecho de que v |=1 ; de que a = 0 0 p; de que & volumen de
un paralelotopo esigual a determinante de los vectores que |o determinan y también al
volumen de la base por la altura.

3) El sentido sigue unaregla bien definida

PROPIEDADES DEL PRODUCTO EXTERIOR DE N -1 VECTORES

Consecuencia de su definicién son:
1) Si en e producto hay dos vectores iguales, el resultado es 0.
2) Eslineal para cada uno de los factores.
3) Al cambiar 2 factores cualquiera entre si, € producto exterior cambia de signo.
4) Si uno de los factores del producto es una combinacion lineal de otros factores, e producto
exterior es 0.



LEMA 1.-Dados n vectores de R", vy,V,....,V,, Se cumple que:
(V2-V1)X(V3-V1)X(V4-V1)X.....(Vn-V1)= VoXV3X...XVp- V1XV3X VgX....XVn- VoXV1X VgX....XV- V2XV3X
ViIXiooe XV oo i oo - VoXV3X VgX....XV1

Para demostrarlo solo hay que tener en cuentalas propiedades 1y 2 del producto exterior.
Ademés se puede observar que, dado un simplex de R" determinado por esos n vectores
V1,Va,....,Vn, SUSSIMplex-caras n - 1 dimensionales, estan determinados por |os vectores
1) V,,V3,....,Vn

2) V1,V3, V4,....,Vn

3) V2,V1, Va,....,Vn

4) V,,V3, V1,....,Vn

n) Vo,V3, Vg,....,V1

N+1) Vo-V1,V3-V1, V4-Vy,....,Vn-V1

Es decir que en laigualdad del lema 1 aparecen los productos exteriores de los n - 1 vectores
gue determinan cada uno de los ssimplex n - 1 dimensionales integrantes del smplex n
dimensional.

TEST DEL SENTIDO

Dados n vectores vy,Va,....,Vn, CON UN Origen comun, diremos que VoxvsX....XV, tiene sentido hacia
dentro del simplex determinado por los n vectores si vy .(V2XV3X....XVy,) €S un nUmero positivo; y
haciafuerade smplex s vy .(V2XvsX....XV,) €S negativo.

LEMA 2.-Sean losV1,V,,....,Vna ,|0s volimenes de los simplex-cara de un simplex de R". Sea a;;
el angulo que, forman las carasi y j del simplex. Se cumple que:
V12=V1'V; oS aszs ViVscosast. . +ViVacosait ViVia COS ain

(de igual forma para cualquier otra caraintercambiando los indices).

DEMOSTRACION.-Seaun s mplex determinado por los vectores vy,Va,....,Vy

SeaV; € volumen de ssimplex determinado por vy,vs,....,Vn

V, & volumen de simplex determinado por v1,Vs, Va,....,V,

V3 € volumen de simplex determinado por V,,V1, Va,....,V,

V4 € volumen de simplex determinado por V,Vs, Vi,....,V,

Vn, € volumen de simplex determinado por vy,vs, Va,....,V1

Vn+1 € volumen de ssimplex determinado por V,-V1,V3-Vi, V4-Va,....,.Vn-V1
En este caso,

(n - 1)'
B |V1XV3X----XVn|
T
......... _|(V1)X(V3_ Vl)X""X(Vn - V1)|

n+l —
(n- D!
Entonces, s € lema 1 o escribimos
VoXV3X....XVp =(V2-V1)X(V3-V1)X(V4-V1)X. ....(Vn-V1)+ VIXV3X VgX.... XVt VoXV1X ViX....XVpHVoXV3X
ViXeoo XVt oooonns + VoXV3X VgX....XVq




y multiplicando escalarmente, estaigualdad por v.xvsX....Xv, , denotando,
U= VoXV3X.... XV,

Uo= V1 XV3X....XV,

U= VoXV3X....XV1

Une1= (V2-V1)X(V3-V1)X(Va-V)X.....(Vn-V1)

resulta

|ug P=[us [z [cos(Us, Up) |uy [{us [cos(Uy, Us) +...... +|us [|un [cOS(Us, Un)+ |Us [[Unes |COS(Us, Uner)

Aplicamos ahora €l test del sentido s v, .u; €s, por ejemplo, positivo, es decir, € vector u; tiene
el sentido hacia dentro del smplex, entonces,

Vo .U =-Vp .Ug Y W estadirigido haciafueradel simplex. [dem con us,
yaque Vs .U3 = - Vi .Ug, CON Uy €tc., hasta u, yaque v, .u, = - vy .Up. Por, Ultimo, para saber €l
sentido de un.; 10 multiplicamos escalarmente por —v;, (vector del simplex con € mismo origen
que los factores de un.1) y resulta—v. U= - V1 .U; (Sih maés que efectuar las operaciones). Luego
Uns1 , esta dirigido hacia fuera del simplex.

De aqui e angulo (u;, u)=aj; ya que aj, es € angulo del semihiperplano que contiene a
simplex 1 con € que contiene a 2, y, por definicion, es e angulo que forman dos vectores, cada
uno de ellos asociado a un hiperplano, y con sentido, uno hacia el semiespacio interior, y otro
hacia el semiespacio exterior (ta y como cumplen uy, y U, como hemos comprobado con el test
del sentido). De igual forma,

(uz, uz)=ass

(ul, lJn):aln

(U, Une1)=A1n41

L uego podemos escribir

[uy |2:|u1 [|uz |cos @iz |us [|us [cosasst. . +|us [|un |COS @1n +|Us [|Unes [COS @1n41

Dividiendo ahora estaigualdad por (n - 1)!, resulta
V12=V1'V; COS aszs ViVscosast. . +ViVacosait ViVia COS ain
TEOREMA 1.-En un simplex de R", cuyos simplex-caras tengan de volumen V1 V5, ...V
tenemos que:

Vi 2+. AV 2-2V1'V2 COS a2 -2V1'V3 COS a.13_____-2V1'Vi cosajj ... ‘2Vi_1'Vi COS aj.1j =

DEMOSTRACION.-Dadas las n + 1 igua dades,

V1=V 1V, cosapn: ViVscosagt  +ViV,cosamt ViV COS @i

Vi1 V1Vt €0S @1nias ... + Vi Vo COS @nean
sustituyéndolas en laigualdad que queremos probar, comprobamos que se verifica, dando, |os dos
lados de laigualdad,

2V1Vis COSay i+ +2 V1V COS @i

COROLARIO.-Yaque en laférmula del teorema 1 ni € nimeroi, ni € orden 2, 3, ..., n, son
esenciales en la demostracion, esa formula se podra escribir variando i desde 1 hastan. Y, para
cadai, permutando los indices obtendremos formulas diferentes.

Como gemplo en R* tenemos las formulas



Vi 2:V2 24 Vs 24 Va4 24 Vs 2-2V2'V3 COS a3 -2V,V 4 cos 3.24'2V2'V5 COS 3.25'2V3'V4 COS Azg-
2V3'V5 COS 3.35'2V4'V5 COS Ays
V124V, %2V 1V, cosa = Vi 2+ V, 2+ Vs 2-2V3V, coS a34-2V 3V CoS a3s-2V 4 Vs COS aus

y todas las permutaciones de indices que queramos en éstas nos dan nuevas formulas.

TEOREMA 2.-Si en un smplex de R” tenemos que ;=90 it j,i £k, j £k
y también que a,-90° para It m. | > k, m > k. Entonces
V2 V% +. .+ VA = Vi + Vi +...+ Vi

DEMOSTRACION.- Trivial.

NOTA.- Severifica e teoremaigual s, en todo su enunciado, hacemos una permutacion de
indices.

Ejemplo, en R*,

V2o V% + V235 + Vo + Vs 9

azs=ay=ass—au=ass—ass=90"

Y

V2 +V% = V% + V2 + VP § a=as=as=ass=90°

o cualquier otra formula resultante de éstas permutando los indices.
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Si v; Y V» son dos vectores ortogonales en el espacio por el Teorema de Pitagoras se cumple que:
Vi + Vol*=vi P+ Vo (D)

V1 - ValP=va PH Vol (2)

1) Relacién métrica entre las caras de un tetraedro que tenga un triedro trirrectangulo.
Si Dy, D, Ds, son las areas de los triangul os rectangul os del tetraedro y D, €l érea de la otra cara se
cumple que D+ D+ D%=D%
A las aristas del tetraedro le asociamos los vectores vy , v, ,v3 ( formando €l triedro trirrectangul o)
YV3—V1,V3-Vy,Vy—V;
(ver figura 1)

V3- V2

V3- Vi

Vo- V1

FIGURA 1: D21+ D22+ D23:D24

Relacion entre las &reas de las caras de un tetraedro con un triedro trirrectangulo.
Para probarlo tenemos que, (siendo x el producto vectorial):

| VaX Vo [P +] Vi X Va P =] VaX Vo- Vi X Vol por (2) ya

gue V3 X V, Y Vi X V, Son dos vectores ortogonal es.

| V3 X Vo V3 X Vo | V3 X Vi = | VaX Vo V1 X Vo= Va X V1 [P = | (Va=Vp)X (V2 — Vi

puesto que vi X v1 =0y que V3 X V1 Y V3X Vo- V1 X V, SON dos vectores ortogonales; con lo cual
| (Va—VayX(V2— V1) =] Va X Vo [ +| Vi X Vo [4| vax vy [
Dividiendo por 4 estaigualdad y teniendo en cuenta, que Di=| vi X v, |/2
Do=| vaXx v1]/2
Ds=| vax V2 /2
Da=| (V3 —VvyX(V2—Vv1)|/2

D21+ D22+ D23:D24

obtenemos

2) Relacion métrica entre las caras de un tetraedro con dos diedros rectos cuyas aristas no se

corten en un vértice (0 que no tengan un plano en comun):
Siendo Dy, D;, las &reas de las caras que forman un diedro recto, y Ds, D, las del otro se cumple

que:
D21+ D22: D23+D24

Para probarlo, en un tetraedro con esas caracteristicas colocamos en sus aristas los vectores v, , V»
V3, V2 —V3, Vo, =V, Vi — V3 (Ver figura 2), suponiendo que un diedro recto es el que forma e plano



gue contiene alos vectores v, y vs, y € plano que contiene alos vectores v, —vs, y vi — V3 El otro
diedro recto es el formado por €l plano que contiene v, y v, y por € plano que contieneav, y vs,

V:
2 Vo- Vi

Vo- V
V1 2” V3

V3 Vi- V3

FIGURA 2: D21+ D22: D23+D24

Relacion entre las areas de un tetraedro con dos diedros rectos sin plano coman.
Entonces,

| (V2—Va)X(V1— Va) [+ Vo X Va = | (Va—Va)X(V1— Va)+Vo X V3 |* por (1)

=] VaX V1 — V3 X Va- Vo X Va+ Vo X V3 = | Va X Vi = Va X Vi[= | Vo X Vi + | VaX Vi

por (2). Dividiendo laigualdad | (V2 —Va)X(V1— Va)[+| V2 X V3 [/=| Vo X vaf + | Vax vaf’ por 4
obtenemos
D+ D= D23+D24
3) En un tetraedro ABCD, que tenga un triedro trirrectangulo en B, trazamos un plano que pase
por unade las aristas (BC) del triedro trirrectangulo y sea perpendicular ala cara opuesta a dicho

triedro (ADC). Ese plano seccionard al tetraedro en dos (ABCE y BCDE). Sean K, L, M, N, P
las &reas de BCE, ABE, BDE, AEC, ECD (ver figura 3) se cumple que K*=PN-LM.



FIGURA 3: K*=PN-LM.
Traduccion del teorema de la altura a un tetraedro

A los tetraedros ABCE y BCDE se les puede aplicar la proposicién 2, por lo que, si Dy, D, Ds, Dy
son las areas de ABC, ABD, ACD, BCD, tenemos,
D12+L2=K2+N2
y D22+|\/| 2_K 24 PP
por la proposicién 1 tenemos
D21+ D22+ D23:D24
ademésde Ds=L+M y D,=N+P. De agqui

D%+ D= (N+P) % (L+M) 2
D1+ D= N K> L+ K*+P*- M?
2K2-2PN+2LM=0 es decir, K>=PN-LM.

4). En €l tetraedro ABCD de lafigura anterior se verifica:
D?=N D,-L D;
Utilizando las ecuaciones D;*+L*=K?+N?
y K*= PN-LM se obtiene
D/ *+L%= PN-LM +N?
de aqui, D;* =N (P+N)-L(L+M) , luego D*=N D,-L D;,

5) En un tetraedro ABCD con dos diedros rectos no contiguos (ver figura4) de aristas las rectas
BC y AD respectivamente, y tales que esas rectas tengan sus vectores de direccion ortogonales, s
trazamos por BC un plano perpendicular alacara ADC, € &eaK de la seccion que determina
dicho plano verificaK*=LM+NP siendo L, M y N, P las &reas de los triangul os en que el plano
divide alas caras ABD y ADC, respectivamente.



FIGURA 4: K? =PN+LM
Otraversion del teoremade laaltura. Los diedros de aristas AD y BC son rectosy AD y BC son
vectores ortogonales.

B

C
Para probarlo, teniendo en cuenta que los tetraedros ABCE y BDCE tienen triedros

trirrectangul os con vértice en E, llamando a &reade ABD=D, &eade ADC=D,, &eade
ABC=D; ,area de BDC=D,, se cumple

que D21+ D22: D23+D24

y que DPs= K%+ L%+ N?

D%= K*+ M%+ P

de aqui, como D,=N+Py D; =L+M,

DP+D%= K2+ L%+ N? +K%+ M%+ P?

Ds+D%= L%+ M*+2LM+ N? + P+ 2NP

restando 2 K? -2LM-2NP =0, es decir K= LM+NP

6) En el tetraedro ABCD de la proposicion anterior, se cumple que:

D= LD; +ND;

Demostracion: D= K>+ L%+ N?, como K*=LM+NP, D*%=LM+NP+ L*+ N?
=L (M+L) +N (N+P) =LD; +ND;

Por Ultimo, para completar € estudio de las area de las de un tetraedro, se
demuestra:
a) (Carnot) En un tetraedro se cumple que:
D21: D22+ D23+D24'2D2D3 CoS 323'2D2D4 CoS 324'2D3D4 COS Q34

siendo(por gemplo) as, € angulo del diedro que forman las caras 3y 4.
b) En cualquier tetraedro se cumple que:
D21+ D22'2D1D2 CoS 312:D21: D23+D24'2D3D4 COS Q34



En primer lugar, definimos que un vector ortogonal a una de caras de un diedro tiene sentido hacia
el exterior del diedro colocado su origen en cualquier punto de esa cara (a la cual ortogonal) su
extremo no cae en la zona del espacio interior del diedro. Ese vector ortogonal, en otro caso,
diremos que tiene sentido orientado hacia el interior del diedro.

/

FIGURA 5: Vector ortogonal a una de las caras del diedro y con orientacion hacia el exterior.
Definimos & dngulo de un diedro como e angulo de dos vectores asociados u ortogonales a cada
uno de los planos del diedro y sentido u orientacién a semiespacios (de los que divide € diedro al
espacio) distintos.

FIGURA 6: Seccién normal del diedro, mostrando que el angulo diedro es idéntico a que
forman los vectores asociados a planos, uno interior y otro exterior a diedro.
Angulo de un diedro definido por tres vectores:
Dados tres vectores vy, Vy, Vs inscritos en un diedro de forma que v, y vz estan en caras distintas
dd diedro y v; estd en la recta arista, y 10s tres vectores tengan un origen comin, vix V, €S un
vector ortogonal a uno de los planos. Si esta orientado hacia el exterior del diedro, entonces
ViXV2.V3 €S negativo puesto que € angulo gque forman esos dos vectores es mayor de 90° y
positivo en caso contrario. En cualquier caso, vaxv, ha de tener sentido opuesto hacia € diedro
gue € de vixv,, puesto que (VaXVz).Vi=-(V1XV2).Vs, €S decir, S suponemos que (ViXVy).Vs €S
positivo, vixv, esté orientado hacia el interior del diedro porque forma un angulo menor o igual
a 90° con vz, pero vsxv, formard angulo mayor de 90° con v, luego debera tener sentido hacia
exterior del diedro.
En resumen vixv, y VaXv, tienen sentido opuesto respecto a diedro y permiten definir el angulo
que formael diedro como & angulo que forman vixv,y VaXvs,
Instalemos en € tetraedro los vectores vy , Vo V3 , V3 —Vi, Vo — V1YV — V3.
El area D1:| V3 X Vo |/2

D= viX V2|2

Ds=| vax vy )2

D4:| (V3 —Vl)X(Vg — Vl) |/2

el angulo diedro a;, esigua a angulo que forman los vectores v X Vo Y Vi X Vo

el angulo diedro a3 es el angulo que forman los vectores vz X Vi Y Vs X V,. Por Ultimo, a4 1o
forman los vectores vz X Vo y (V3 —V1)X(V2— Vi), yaque vs X v, tendrd un sentido u otro respecto al
diedro de arista

V3-V, dependiendo del signo dev; .(vax v,) y € sentido respecto a mismo diedro de (Va3 —vi)x(V2—
V1), depende del valor del producto escalar - vy . ((Vs—V1)X(V2—V1)) (- V1 €sun vector con el



mismo origen que (Vz—Vv1) Yy (V2— V1)), que esigua a-v; .(V3X V), esdecir tiene signo opuesto al
anterior, por lo que esos dos vectores tienen sentido opuesto respecto al diedro.
Entonces, de laigualdad vectorial
V3 X Vo=(V3—V1)X(V2— V1)+ V3 X Vit ViX V;
Si multiplicamos escalarmente por vz X v, laigualdad y dividimos por 4
obtenemos

D%,= DiD, cos a,+D;D, cos a;.+DyD; cos ars

deigua forma se obtienen

D?,= D,D, €OS az4+D;D, cos a1.+D,D; cos azs

D%s= DsD, €OS as4+DsD, oS az+DyD; cos as

D= DiD, cos a4+D;D, oS as+DyD; coS ass
gue sustituidos en @) y b) demuestran estos dos resultados.

Vi

V3
Figura 7: Diedro definido por tres vectores.
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Apéndice 1
Simplex en R*

Simplex en R?

Simplex en R®

Simplex en R*
afiédele un vértice y traza las rectas que unen ese vértice con los del simplex deR®




Apéndice 2

En R" se cumple que:

Un smplex

Tiene n+1 simplex “caras’ de dimension n-1.

. e+l . , :
Tleneg ) = dmplex “aristas’ de dimension n-2
2}

16
Tiene ?3 8 smplex “aristas’ de dimension n-3
2}

Etc...
Tiene n+1 “vértices’, puntos de R"
Un hiperplano esta definido por n puntos. O por n-1 puntosy un vector de direccion més.
Si un smplex estaen € caso del
TEOREMA 2.-Si en un smplex de R” tenemos que ;;-90' it j,i £k, j £k

y también que a,-90° paral* m. | > k, m > k. Entonces

V2 V%5 +. .+ VA = Vi + Vi +...+ Vi
Y hacemos una seccidn con un hiperplano que divide a simplex en dos, pasa por una arista
(dimension n-2) comun a 2 simplex (de dimensién n-1) del conjunto V1 ,V2,...., Vi Y ademéses
ortogonal atodos los simplex “caras’ (de dimensién n-1) restantes (n-1). Supongamos por
simplicidad de notacion que sean V1 y V,
Dividira en dos partes alos restantes
Vi=Li+M;
[=3,...,n+1
Sea e volumen del simplex seccion K.
K,y L; serén ortogonales entre si y lo mismo paraK, M;.
V2 + L%+, +L4= K2+ L+, +L %0
V2, +MZ%+.. +M3= K2+M2 g+, . . +M%
Por otro lado

Substituyendo en V% +V2 +....+ V4 = Va1 + Vi +...+ Vo
V2 +Vo+ Lo+, +L% +M%+. . +M%+ 2L Ma+ ... 420, M= Liq+. .. +L2, M+, M2+ 2L g
Myt ....+2L, M,
y restédndol e las dos ecuaciones anteriores queda
K?= L3 Ma+ ... 4L« My Liss Misa- ....-Ly M,
Y después de pocos célculos también resulta
V?%=L3 Va+ ... 4Lk Vi- Lisa Vi ...l Vi
VZ=Ms Vst ... +My Vi Misa Viga- ....-Mn V,,
Generalizaciones del teorema del cateto y de laaturaen R"



