Definicién de Mandelbrot

Un obxecto ou estructura é fractal, nun senso
intuitivo, se ten unha forma ben sexa sumamente irre-
gular, ben sumamente interrompida ou fragmentada, e
segue a ser asi a calquera escala na que fagamo-lo
exame.

Receitas para cocifar fractal:

1-Conxunto triadico de Cantor. (un dos primei-
ros fractais descritos; Sec. XIX)

Collase un segmento. Dividase en tres partes
iguais. Quiteselle o tercio central e engadase un cadra-
do sen base no seu lugar. Repitase 0 proceso en pasos
sucesivos aplicando, en cada paso, a regra anterior a
cada dos segmentos.

como limite deste proceso obtemos unha curva
de lonxitude infinita, xa que cada segmento convértese
en cinco segmentos de
medida 1/3 do segmento
anterior. A sta lonxitude €,
polo tanto,
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Sen embargo, esa curva encerra un area finita
por ribado primeiro segmento. O conxunto triadico de
Cantor non € a curva enteira, sendn so 0s restos que
guedan do primeiro segmento.

2. Fractal "a folerpa de neve’. (Curva de Von
Koch)

Cdllase un triangulo equilédtero. Dividase cada
lado en tres segmentosiguais. Quitese 0 segmento cen-
tral e péfase no seu lugar un tridngulo equilatero sen
base. Repitase 0 proceso como no caso anterior.
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Pero encerraun éreafinita e,
ainda sendo unha curva continua, non ten tanxente en
ninguin dos seus puntos.

3-A curva de Hilbert.

A curva de Hilbert (H;) é un cadrado sen un
lado. Construida a curva Hi, a curva H;,, faise por
composicion de catro curvas H; de tamafio metade,
xirados apropiadamente e conectados por tres rectas
segundo o esquema:
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por exemplo:

-

De novo, alonxitude da curvalimite é infinitae
podese demostrar que enche un cadrado (de dimension
2). A razon é que a sia dimension fractal é 2.

4- Esponxa de Menger-Sierpinski.

Collase un cubo e dividase en 27 cubos iguais.
Quitense os cubos do centro das caras e o cubo central.
Repitase o proceso con cada cubo producido en cada
paso.
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As costas como fractais

Se pasamos un compas cunha abertura prefixada
"a' sobre un mapa dunha

costa e medimo-la sda lonxitude aproximada
deste xeito, estaseralL(@=n* a

Se repetimo-la operacion reducindo a abertura
do compas, atoparemos que L(a) medra cando a aber-
tura e mais pequena, xa que a menor abertura seguen-
se mellor as irregularidades da costa.

A costa, como tédolos fractais, ten a caracteris-
tica de que cada anaco do conxunto, nun senso estatis-
tico, é homotético, semellante ¢ total do conxunto.
Dito doutro xeito, os fractais son obxectos que tefien

sempre a mesma estructura, calquera que sexa a escaa
gue se considere. A sla estructura é, estatistica ou
exactamente, invariante 6s cambios de escala.

Dimension fractal

Para unha primeira aproximacion 6 concepto de
dimension fractal (por demais non Unica, pois
poderianse dar varias definicions, non sempre equiva-
lentes) poderemos observar que para as figuras xeomé-
tricas ordinarias, a sia medida cumpre que

sendo (A) unha figura, (A") a transformada por
unha homotecia ou semellanza de razon "X" e "D" a
dimensién da figura.

Por exemplo, se duplicamo-lo radio dunha esfe-
ra(A), convértese noutra esfera (A"), de xeito que:
volume(A") =23 volume(A)
superficie(A")=22 superficie(A)
lonxitude dun circulo maximo(A")= 2 lonxitude
dun circulo méximo(A)

édicir, as areas das duas figuras semellantes son
proporcionais 6 cadrado da stia razén de semellanza, e
os volumes son proporcionais 6 cubo da razéon de
semellanza.

A cuestion : ¢pode haber figuras tales que a slia
dimensién non sexa 0, 1, 2 ou 3, senén un nimero non
enteiro?. Dende logo tratariase de figuras xeométricas
"non ordinarias".

Centrémonos nas curvas anteriores e definamos
como medida (lonxitude) aproximada dunha curva, a
obtida 6 segui-lo seu contorno con compés de abertura
prefixada (tal como faciamos na costa). Deste xeito,
eludimos deliberadamente os detalles do obxecto a
medir, por debaixo dunha determinada escala (no
mundo fisico real tédalas medidas son asi, aproxima-
das. Procedendo desta maneira, rectificamo-la curva
no senso en que, a efectos da medicion aproximada,
convertémo-los seus detalles en rectos. Non veremos
detalles de menor tamafio ca abertura do compés.

Apliquemos estas ideas & curva de Von Koch, e
midamo-la cun compas de aberturatal que se vexa



e apliguemos unha semellanza de razon 3 veces
a abertura do compas.Agora poderemos vela

posto que agora percibimos novos detales da
curva.

Se ben para calquera curva "ordinaria’ ocorre
gue aparecen novos detalles cando a ampliamos, se a
abertura do compas e moi pequena (a® 0), a amplia-
cién non revela novas miudezas (a curva é rectifica-
ble). Pero neste caso, a ampliacion revela sempre os
mesmos detalles, a calquera abertura do compas, pois
tal € adefinicion da curva.

Segundo quedou dito m(A")=3P * m(A) sendo D
adimension. Por outra banda m(A")= 16/4* m(A) = 4
*m(A).

Asi pois3P =4 eD = logg 4 é adimension frac-
tal da curva de Von Koch.

Razoando do mesmo xeito, o conxunto de
Cantor ten de dimension fractal logs2 e a esponxa de
Menger-Sierpinski logs 20.

Volvendo a situacions "normais’, ¢por qué se di
enton que unha curva ten dimensién 1?. Estamos a
falar de cousas digtintas: desde un punto de vista
topoloxico, unha figura xeométrica ten dimension
cero, se para cada un das seus puntos existe un contor-
no arbitrariamente pegueno, do que a stia fronteira non
contén ninguin punto da figura. O conxunto de Cantor
ten dimensién topoléxica cero, posto que non contén
ningun intervalo completo.

Unha figura xeométrica que non sexa de dimen-
sion cero, ten dimension "1" se, para cada un dos seus
puntos, existe un contorno arbitrariamente pequeno, do

gue a sta fronteira ten en comun coa figura sd un con-
xunto de dimension cero. Etc.

Desde un punto de vistatopol 6xico, xa que logo,
as curvas seguen a ser curvas. tefien dimension "1". En
xeral, podemos dicir que a dimensién topol éxica man-
tense en pé polo seguinte: non e posible establecer
unha aplicacién bixectiva e bicontinua entre dous espa
cios de distinta dimension (topoléxica) - Teorema de
Brouwer (1911).

A paradoxa de Olbers. (un ceo en chamas versus
un Universo fractal)

XaKepler se deu conta de que se a distribucion
dos corpos celestes fose uniforme, tanto de dia como
de noite, todo o ceo teria uniformemente a mesma
luminosidade do disco solar. Explicaba Olbers (1826):

Supofiamos que o Universo € infinito en exten-
si6n. Que as estrelas son infinitas en nlmero e estan
distribuidas uniformemente a través do Universo. E
gue tefien a mesma luminosidade media en calquera
parte do Universo.

Con centro na Terra (0 noso punto de mira do
Universo), tracemos dous pares de esferas imaxinarias,
de radios rg, rgth, Krg, Krgth, e as capas de espacio
gue contefien chamémoslles A e B.

Volume da capa B@K?2 * volume da capa A,
sendo asi que o niimero de estrelas da capa B sera K2
veces 0 nimero das que hai na capa A, xa que
(Krg+h)3-(Krg)3 = 3K2ry2 +...“ proporciona aK2.
Por outra banda, a luz dunha estrela diminte segundo
o cadrado dadistancia. Asi, as estrelas da capa B, terén
un brillo equivalente a 1/K2 do das estrelas da capa A.
Pero a cantidade de luz que recibiriamos da capa B,
igua 6 nimero de estrelas multiplicado polo brillo
aparente, seria aproximadamente igual a luz recibida
dacapaA.

Este argumento, dado que o nimero de capas en
que podemos dividi-lo Universo é infinito, da por
resultado que a cantidade de luz que recibiriamos é
infinita. Tendo en conta que as capas mais proximas
obstruirian parte da luz das capas mais afastadas, este



efecto reducirase a que observariamos un ceo en cha-
mas, un ceo impregnado totalmente de brillo solar,
cousa que non é o caso.

E evidente que a explicacion a esta paradoxaten
gue estar en que algunha das hipbteses prantexadas
(Universo infinito e uniforme, nimero de estrelas de
cada capa proporcional o cadrado da distanciaa Terra,
etc,) non € correcta, ou ben intervén algin outro artifi-
cio (po césmico) que atentia o efecto.

Pois ben, se supofiemos que o nimero de estre-
las en cada capa non € proporciona 6 cadrado da sta
distancia & Terra, sendn bastante menor, estamos
supofiendo que o conxunto de estrelas do Universo é
un conxunto fractal, o Universo é un fractal. E tal pare-
ce ser: a slia estructura é xerarquica, as estrelas agru-
panse en galaxias, estas en cimulos de galaxias, estes
en supercumulos, etc., de xeito que non cumpren mais
gue localmente afatidicalel do niUmero de estrelas.

As moléculas bailan fracta

O movemento browniano, que na slia orixe € o
movemento desordenado das particulas de tamafio
menor de 0,2 m contidas nun liquido, foi visto por
Einstein como “un refrexo das traxectorias irregulares
das moléculas que constitien a materia‘. Pois ben, se
microfotografiamos particulas brownianas en move-
mento a intervalos fixos de tempo e unimos as slas
posicidns con rectas de traxectoria, ocorrer 0 xa visto
nas costas. Se diminuimos o intervalo de tempo entre
exposicions, a lonxitude das slas traxectorias serd
maior, pero estatisticamente terd a a mesma forma. A
traxectoria teré unha forma estatisticamente invariante
6 cambio de escala do tempo entre exposicions.

Imaxes de ordenador

Como pequeno exemplo dunha das aplicacions
dos fractais, a creacion por ordenador de imaxes de
aparencia realista, podemos pofier unha imaxe quea-
mosa a trama de xeracién dunha paisaxe:

Mandelbrot e ainvasiéon fracta

O concepto de fractal ten como precedentes o
conxunto triadico de Cantar, a funcién continua sen
derivada de Weierstrass (1861), a curva de Peano
(1890), a curva de Von Koch (1904), as curvas de
Hilbert ou Sierpinski, unha definicion de dimension de
contido de Hausdorff (1919) que admite dimensions
non enteiras, e outros,

Non todas esas ideas foron ben recibidas polos
mateméticos da época (Charles Hermite diria que
abandonaba “con espanto e horror* esta plaga de fun-
ciéns que non tefien derivada). Foron consideradas por
algins como “galeria das horrores mateméticos’ ou
como maximo, como curiosidades mateméticas antin-
tuitivas.

Conxunto de Mandelbrot e unha ampliacion



Foi Mandelbrot quen, entre 1951 e hoxe en dia,
deulles 0 seu nome: fractais, ademais de desenvolver
numerosos temas relacionados con eles, sublifiando a
sUia presencia en situaciéns fisicas reais.

Sen embargo, non é deica os anos 80 que este
concepto non se converte nun paradigma cientifico.
Como exemplo, Mandelbrot escribe en 1975 un libro,
Os obxectos fractais, € emprega na redaccion “nés’,
dando a entender que eran moitos 0s que coincidian
cés stias ideas, cando en realidade moi poucos lle pres-
taron atencion. Na edicion de 1984 do mesmo libro xa
emprega “eu”.

O que sucede nestes anos € que moitos dos seus
conxuntos fractais foron materializados en incribles
imaxes de ordenador (ver imaxes). Métodos fractais
son empregados para xerar paisaxes imaxinarios pero
con aparencia “redista’ ( “Guerra das Galaxias’,
“Parque Xurasico”, “Titanic”, “O bosque animado”,
etc,), en métodos de debuxo e compresion, e, en xeral,
a informética divulga os conxuntos fractais, posto que
tefien unha fécil informatizacion. Estamos no nace-
mento dunha matematica que lan Stewart chama
“matemética experimental”:

“Chegou a ser posible utilizar o ordenador coma
un instrumento experimental. Os matematicos tefien
agora a posibilidade de efectuar un percorrido através
de grandes cantidades de exempl os dos fendmenos que
lles interesen e ver que resposta lles ofrece o ordena
dor.”. Eu engadirialle que 6s alumnos pasalle o mesmo.
E posible utilizar o ordenador paraensinarlles matema-
ticas “experimentais’, a través dos exemplos creados

Cco ordenador.

Imaxe: Fractal tipo Newton

Asilustracions do artigo estan feitas cun progra-
ma meu de ordenador que podria estar proximamente
naweb de AGAPEMA.
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