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Resumen

Se trata de crear multiples "teoremas" respecto al trian-
gulo utilizando Derive, u otra herramienta de calculo
simbolico. De un sélo nuevo tipo de problemas. Dado
un triangulo, creamos otro (por alguna regla) y busca-
mos si la razon de las areas de los dos triangulos es inde-
pendiente del tridngulo original. La tesis es que lo pue-
den hacer los alumnos si usan... tecnologia.

Este es un articulo que tiene mucho que ocultar!
porque el numero de resultados es ya quizas excesivo y
los medios que se usan son impresentables (en el sentido
de nimero excesivo de paginas resultado de célculos en
programas de calculo simbolico como Derive).

El campo de la geometria del triangulo fue un
campo fértil en el xix, ain que Jacob Steiner considera-
ba la geometria analitica una “muleta para espiritus
menos dotados”. Hoy es una curiosidad de la que se dan
algunas nociones en Secundaria, y algunos ejercicios con
la Geometria Analitica.

Lo que se presenta es un trabajo del que aborre-
ceria Steiner, ya que no solo usa las muletas de esa geo-
metria, sino que usa las muletas del calculo simbolico.
Pero, en conjunto, y en la mayoria de los resultados, no
existiria este articulo sin esas muletas. La capacidad
humana, y adn la de Steiner lo fue, es limitada. Los cal-
culos que llevan a intuiciones son muy limitados si no

usamos las posibilidades tecnoldgicas de las que actual-
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Abstract
| try to create several "theorems” about the triangle,
using Derive, or another tool of symbolic algebra. Of an
new unique type of problems. Given an triangle, we cre-
ate another derivated (by some rule) and we search if the
reason of areas of the two triangles is independent of the
original triangle. The thesis is that the pupils can do it
using... technology.

mente disponemos.
Algunas maneras de construir un tridngulo en fun-

cion de otro dado
Queremos calcu- e
lar un triangulo A’B’C’ en : |

funcion de uno dado ABC

siguiendo unas reglas. |l . T

Veamos ejemplos.

1. (1a) Trazar las paralelas a los lados por los vérti-
ces. Los puntos de corte nos daran el tridngulo transfor-
mado.

(1b) Unir los puntos medios de los lados. El
triangulo transformado tiene esos vértices.

(1c) Trazar as perpendiculares a los lados por los
vértices opuestos. Los puntos de corte conformaran el
triangulo transformado.

(1d) Por homotecia 0 semejanza de triangulos.
Sabemos en este caso que la razon de las areas es k2,
siendo k la razén de semejanza.

1 como decia Gauss después de construir hay que retirar los andamios. En este caso los andamios, los listados de Derive, son 100 veces el
edificio, no dejarian ver el bosque ni el edificio. De hecho, es posible que el articulo tenga algun error dado ese efecto “bosque”.



2. Dados trios de puntos especiales:

(2a) Puntos de corte de las alturas con el lado
opuesto a cada Vvértice (triangulo 6rtico). Es el mismo
que (1c).

(2b) Puntos de corte de las tres bisectrices de un
angulo con el lado opuesto a ese angulo.

(2¢) Puntos dados por el tridngulo de Morley.

(2d) Puntos de corte de tres cevianas.

3. Transformaciones de los vértices a través de vértices.
(3a) Llamo tridngulo n-simétrico de otro a aquel
en que cada vértice (A) se transforma en el punto, A’, que
cumple que AA’=nAB. Cuando hablemos de simétricos
podemos entender, de modo general, n-simétricos.

4
n-simetria de un triangulo, en este caso, n = 3, R = 19
(S(A'B'C)=19-S(A,B,C)).

(3b) Solo transformamos asi dos (0 un) vertices
y el tercero queda sin transformar.
(3c) nl-simétricos AA’=nOB-0A.

B

Transformacion simétricaconm=-1,n=-2,p=3. R=21.

(3d)Transformado
OA’=0B+nAB+mBC.
(3e) Simétrica OA’=mOA+nOB+pOC.
(3f) n2-simétricos AA’=nBA.
(3g) npl-simetrico OA’=nOB-pOA.

combinacion lineal

(3h) np-simétrico OA’=(n+p)OB-nOA.

4. Dado un punto cualquiera...

(4a) Puntos simétricos del punto respecto a los
vértices ABC.

(4b) Simétricos de los vértices respecto al punto.

(4c) Simétricos respecto a los lados.

(4d) Corte perpendicular con los lados.

(4e) Paralelas desde el punto a los lados (y pun-
tos de corte con otro de los lados). Aqui aparecen varias
posibilidades y varias maneras de obtener un transforma-
do. De todas formas podemos entender que la manera
candnica es hacer sempre la recta paralela siguiendo el
mismo orden y de modo simétrico respecto a los lados.
Notaciéon que usaremos de aqui en adelante

Vamos a aprovechar estos ejemplos y denominar
las transformaciones por el orden en que estan descritas,
asi la (3a) es n-simétrico...

Sin perder generalidad podemos suponer que A
estd en el origen de coordenadas, B en el punto (c,0) y C
en el punto (b,h). Esto facilita que las expresiones alge-
braicas resultantes sean méas sencillas. Partimos, por lo
tanto, para simplificar los célculos, de suponer A(0,0),
B(c,0) y C(b,h) (aqui b no tiene que ver con la medida
del lado b; c si que es la medida del lado c). h es la altu-
ra desde C. El Area(A,B,C) = ch/2, si bien en las razones
omitiremos el “2” comun a las areas y dividiremos sim-
plemente por ch.

El objetivo

Todo esto esta muy bien, pero que queremos
hacer?... Queremos hallar la razén de las areas del trian-
gulo transformado al original... R = S(A’B’C’)/S(ABC).

Dicho asi no resulta muy interesante, y es una
pregunta demasiado abierta, pero es que en realidad bus-
camos...

Teoremas exactos y express
Que la razén sea un nimero, independiente por
lo tanto de los puntos originales ABC. ¢Hay preceden-



tes? En la transformacion (1a) todos sabemos que es 4 'y
en la (1b), R=1/4. En la (1d), R=k2 (en general, R=deter-
minante de la transformacion afin). Si para una transfor-
macion dada no existe ese nimero podemos buscar que
pasa si el triangulo original es a) rectangulo, b) is6sceles,
c) equilétero. Si en estos casos R es un nimero también
nos interesa...

Por que express? Porque lo que obtendremos a
través de la geometria analitica y el calculo simbdlico es
ese numero. Si el resultado es un nimero ya estara
demostrado que no depende del triangulo original...
Observaremos que al calcular el determinante de la area
de A’B’C’ resulta nimero-ch. Entonces, R = nimero.
Composicién de transformacions

Ademais tenemos una ayuda para multiplicar los
resultados que viene dada por esta proposicion:

Las transformaciones admiten la composicion de
aplicaciones usual, pero ademas, si son exactas en el sen-
tido anterior su composicion daré lugar a otra transfor-
macion exacta, ya que

_ Stor, _ Ster, S,
W80 S, SO
donde SO es el area del triangulo original ABC, Sy, es
el area del triangulo transformado por Ty y St.r, es el
area del transformado por la composicion de Tq y To.

Ahora bien, T4 es exacta asi que aplicada a cual-
quier triangulo la razon es siempre la misma por lo que
— STl _ﬁ

"so s,
es el primer factor y obtenemosR; ., = R; *R;, La com-

posicion de Tq y To es exacta y ademas sabemos que su
razon es el producto de las razones... La inversa de T, de
razon R, es exacta y tiene razén 1/R. Forman grupo. El
elemento neutro es la identidad.

Incluso més ayuda... hay resultados generales,
para cualquier punto P(X,y)...

(1) Dado un punto cualquiera del plano si calcu-
lamos los simétricos de ese punto respecto a los puntos
medios de los lados del tridngulo la razén resultante es

R=1/4. n-simétricos, R = (n-1)?/4. n1-simétricos R=1/4.

(11) Dado un punto cualquiera del plano si calcu-
lamos los simétricos de los puntos medios de los lados
del triangulo respecto a ese punto la razén es R=1. n-
R = n2/4. n1-simétricos R = n2/4.

(1) Simétricos respecto a los vértices del trian-

simétricos,

gulo ortico, si ABC es rectangulo:
= —(x2-xc-y(h-y))/(c?+h?)

(IV) Simétrico respecto a los vértices de ese
punto R=4. n-simétricos R=n2. n1-simétricos R= n2 (en
la tabla este caso sera Gyy).

(V) Simétricos de los vértices con centro ese
punto R=1 (en la tabla este caso sera Gy,). n-Simétricos
R=(n-1)2 (si ademas hacemos C’=A, R=n(n-1)). nl-
simétricos R=1 (si ademas hacemos C’=A, R=n).

(V1) Si transformamos por simetria respecto a P
los vértices B y C, pero A(0,0) lo llevamos a (2x,2h). Si
el tridngulo es rectangulo en B (b=c), R=1.

(VI Aplicamos transformaciones (4e) a un
punto P(x,y). Para tridngulos rectangulos pueden dar
y2/h2, (c2y2+h2x2)/(02h2),
((cy+hx)/(ch))? , xych o 2xych.

(V) Perpendiculares a los lados. Si ABC rec-

razones como x2/c2

tangulo R= (x2 - cx + y(y - h))/(c?+h?2). Asi que el lugar

geométrico de los puntos del plano que al trazar los pies

de las perpendiculares sobre un triangulo rectangulo for-

man un triangulo de razén k es una elipse de ecuacion

x2 - cx + y(y - h))=k(c?+h2). Con ABC equilatero:
3(3x - 3cx+y( 3y-c))l4c .

Claves o explicacion para otros casos, es decir, a
cualquier resultado de la tabla que viene a continuacién
,Si le aplicamos esas transformaciones, la R vendra mul-
tiplicada por los nimeros anteriores. Ademas, esta claro
por los numerosos ejemplos, quizas excesivos, que son
una muestra pequefia de lo que es posible imaginar.

Explicacion para las transformaciones 3.
Dado un punto P el n-simétrico respecto a Q sera
OT=0P+nQP. Dado cualquier poligono y el transforma-



do por la n-simetria de un punto P con centro cada vez un
vértice es sencillo probar que el rea del transformado
respecto al original es n2. Si la n-simetria tiene de centro
un punto (x,y) cualquiera, el transformado de un poligo-
no tiene R=(n-1)2 (ideas facilmente trasladables a R™M).
También la transformacion consecutiva: Centro=cada
punto consecutivo se calcula el n-simétrico respecto al
anterior de los tres puntos, siguiendo un orden. Los pun-
tos transformados son el resultado de multiplicar el vec-
tor del lado del tridngulo por n (A’=A+nAB), la raz6n de
las areas es 3n2-3n+1 (polinomio ligado a los ndmeros
hexagonales). Para n=2 hace aparecer un 7.

Definimos NSIM(U, V) :=n:(V - U) + U, y lo aplicamos
a los tres vértices sucesivamente de dos en dos, AB, BC,
y CA. Si sélo transformamos dos puntos del triangulo de
este modo la razén es n2. En un tetraedro, la razén de los
vollimenes asi transformados da 4n3-6n2+4n-1. En un
simplex de 4 dimensiones: 5n4 - 10n3 + 10n2 - 5n + 1, en
5 dimensiones: 6n° - 15n4 + 20n3 - 15n2 + 6n - 1, etc.
aln que podemos ver que son igualesa  (n-1)d+1- nd+L,
donde d = dimension del simplex. Para un cuadrilatero la
razon de las areas es 2n2+2n+1, para un poligono cual-
quiera la razon es f(n) siendo f un polinomio de segundo
grado. Cual?...

Para la nl-simetria, con d=2 vimos que era
R=n2+n+1 (definimos n1sim(u, v) := n-u - v, y lo aplica-
mos a AB, BC y CA) . Si d=3, R= n3+n2+n+1, en gene-
ral el polinomio ciclotémico R=(nd*1-1)/(n-1). Para la
n2-simetria (n+1)d+1- nd*l Para la npl, R=(nd+l-
pd+ly/(n-p)... Para la np, R=((n+p)d*+1-nd+1)/p. Si con-
servamos 1, 2, 3... puntos...

La transformacion (3d), combinacion lineal, da
R=3m2+3m(n-1)+3n2-3n+1

(definimos cl(u, v, w):=u + n-(v - u) + m:(w - u)
y lo aplicamos a los tres vértices ABC, BCA'y CAB).

La transformacion (3e) da R=m2 - m(n + p) +
n2 - np + p2 (definimos simet(u,v,w):=mu+nv+pw y lo
aplicamos a ABC, BCA, y CAB). Si hacemos una n-
simetria como describimos antes pero con parametros

distintos k, I, m cada vez que la aplicamos, la razén es
R=k-(I + m-1) + (I - 1)-(m - 1) = kl+km+Im-k-m-1+1

Para una nl-simetria R=kl+k +1. Si invertimos
el orden (CB, BA, AC), R=m2+m+1. Enla (3e) o en la
n-simetria si invertimos el orden, R es la misma. Si en la
(3e) los pardmetros son distintos para cada punto A, B,
C, ... End dimensiones... En el problema inverso, quere-
mos saber dada la R que transformacion vectorial la pro-
duce...

Las TIC en la Didactica de las Matematicas

La idea que se quiere transmitir en este articulo
es la pregunta de que si debemos ensefiar a nuestros
alumnos de Bachillerato para que sepan dividir bien sin
calculadora 0 a demostrar e inventar teoremas con
Derive. La verdad es que todos sabemos que los alumnos
bien dotados, bien ensefiados, tienen su maximo de
potencial en esas edades de Bachillerato y primeros afios
de la Facultad. Lo que propongo es algo que puede hacer
perfectamente un alumno de Bachillerato, mas que con
Derive, con imaginacion. La herramenta, la calculadora,
Derive, no es lo importante. Encontrar nuevos métodos
de resolucion de problemas actuales, y hacer volar el
pensamiento de los alumnos, hacerlos volar a un mundo
que se aproxima al que sera el suyo, si lo es.

Algunos alumnos cogen la vocacion de estudiar
matematicas por que son premiados en concursos. La
verdad es que cada vez menos. Hay otro tipo de vocacion
que se crea por la aficion a resolver problemas dificiles.
Sin que, al revés de lo que piensan otros, estemos obli-
gados a llevar alumnos a la Facultad, si que seria necesa-
rio lograr el objetivo de que ciertos alumnos consiguie-
sen hacer demostraciones elementales complejas, enten-
diesen que es eso de demostrar, y dun alcanzasen nuevos
teoremas sencillos. Un camino posible para ese objetivo
es la utilizacion de la tecnologia. Que, ademas, tiene
otras ventajas que no comentaremos ahora, ya que nos
centraremos en este objetivo: Facilitar que los alumnos
(y también el profesor, ¢por qué no?) experimenten el



placer de la demostracion y el descubrimento por ellos
mismos. Habra quien discuta si esa demostracion es vali-
da, ya que no esta hecha con lapiz y papel,... pero es
reproducible. Cualquiera, siguiendo los pasos propuestos
y utilizando los mismos instrumentos, llega a la misma
solucion. Algunos de los resultados conseguidos son,
pese a la elementalidad de los mismos, imposibles de
conseguir con lapiz y papel, razén por la cual podemos
tener cierta certeza de su novedad. O bien impublicables.
Hoy en dia, ninguna revista publicaria 30 paginas de for-
mulas de geometria analitica que demuestren un resulta-
do sencillo.

Se preguntaba Sarmiento (2001) en un articulo
de GAMMA [5] si seria posible hacer matematicas con
los alumnos descubriendo resultados matematicos reales
(nuevos). Estamos dando un ejemplo de ésto en lo que
estamos describiendo:

Transformando tridngulos en tridngulos. Dado
un triangulo ABC damos una determinada regla por la
que podamos deducir univocamente otro triangulo
A’B’C’ (generalmente utilizando puntos o rectas nota-
bles del triangulo original) . Queremos saber que pasa
con la razon de las areas de los dos triangulos. Los “teo-
remas” que buscamos han de ser o bien una relacién
constante de las areas o bien los limites entre los que se
mueve la razén de las areas, o bien casos especiales (en
particular, caracterizaciones de tridangulos rectangulos).

Para esto, podemos utilizar multiples herramien-
tas como Cabri o bien Lugares, el 11 Premio Galicia, para
visualizar los triangulos, bien Derive para calcular las
Matlab,
Mathematica o Mapple. De todas maneras, lo que se

funciones resultantes, o bien Cocoa,
cuenta esta hecho con Derive. Lo que esta claro es que
después de hacer estos ejercicios de descubrimiento los
alumnos sabran manejar los instrumentos informéaticos
en un contexto real, actual, al mismo tiempo que apren-
den matematicas reales, no sucedaneas, como pretenden
algunos, considerando a nuestros alumnos como algo

retrasados. De hecho tal tipo de busqueda es la clave en

ciertos teoremas como el de Menelao y Ceva, siendo en
otros casos resultados evidentes como el transformado
por los puntos medios de los lados. O bien son algin tipo
de ejercicios usuales (como figuras inscriptibles en pro-
gresiones geomeétricas).

También, en conjunto, los resultados que se pre-
sentan forman una bateria de ejercicios de geometria
analitica, por un lado, y una fuente de reflexion (ahora si
dandole la razén a Steiner), sobre el porqué de los resul-
tados. Pero vamos a ellos...

Pero, ¢como se hace? Algunos ejemplos

Definimos (en Derive) NSPRPV(v, p) := n-(p -
V) +v; SPRPV(v, p) := 2:p — v (simétrico de punto res-
pecto a punto con vectores); NISPRPV(v, p) := n-p —v.
y definimos x:=[0,0], y:=[c,0], z:=[b,h].

- Transformacion (3a). A’ lo calcularemos con

NSPRPV(X, y) después, (y,2) y (z,X).
Los resultados los ponemos en el determinante det([[b-(1
- n), h(1 - n),1],[b-n + ¢:(1 - n), h-n,1],[c:n, 0,1]])=
-ch(3n2-3n+1). La razon R=(3n2-3n+1). Si fuese ni-
simétrico det([[c'n,0,1],[b-n - ¢, h:n,1],[-b, -h,1]]) =
ch(nZ+n+1). Asi R=(n2+n+1).

- Sélo transformamos dos puntos NSPRPV(x, y)
después, (y,z) El tercer punto es A. R=n2. Si el tercero es
B, R=n2-n. Si es C, R=(n-1)2. Con n1-simétrico los tres
casos serian R=1; R=2; R=n+2.

- Calculamos el ortocentro del triangulo. Da (b,
b(c - b)/h). Definimos asi o:= [b, b:(c - b)/h].
Calculamos SPRPV(x, 0), después (y,0) y (z,0).

Los resultados los colocamos en el determinante (para el
calculo del area) det([[2-b, 2-b-(c - b)/h,1],[2b - ¢, 2:b-(C
- b)/h,1],[b, - (2:b”2 - 2:-b-.c + h”2)/h,1]])=ch. Asi la
razén R=ch/(ch) (olvidamos los dos “2” que dividen, for-
mula del &rea de un triangulo), R=1. Si fuese n-simétri-
co R=(n-1)2. Si fuese n1-simétrico R=1. Cambiamos el
papel del ortocentro y los vértices. Es decir, calculamos
SPRPV(o, x), después (0,y) Y (0,2).

El determinante DET([-b, b:(b - ¢)/h, 1; 2-.c - b, b-(b -



c)/h, 1;b,(b"2-bc+2h”2)/h, 1])=4ch. Luego R=4. Si
fuese n-simétrico R=n2. Si fuese nl-simétrico, R=n2.
Ahora podemos pensar que perdimos el tiempo ya que
este caso es un caso particular del caso (IV), no es nece-
sario que sea el ortocentro.

- Construimos el triangulo A’, B’, C’ como el
simétrico de cada punto respecto a la recta que pasa por
los otros puntos (asi A’ es el simétrico de A respecto a la
recta que pasa por B y C). Nos interesa la funcién
Area(A’,B’,C’)/Area(A,B,C).

Después de unos cuantos calculos con Derive resulta que
Area(A’,B’,C")/Area(A,B,C)= (5-b™4 - 16/3.c +
b"2:(5-¢c”2 + 2:h"2) - 2:b.cch”2 - 3:h"2.(c"2 +
h”2))/((b~2 + h~2)-(b"2 - 2:b-c + 2 + h72)).

Si representamos esta funcién para un valor de ¢ cons-
tante, se obtiene que es una funcién que cuando h — 0
tiende a 5y cuando h —e tiene por limite —3, tiene un
minimo de valor -4 (cuando el tridngulo cumple que
b=c/2, y es equilatero, sino un valor proximo a -4). En
cualquier caso el rango maximo de la funcion es [-4,5) .
Hay que destacar que esos limites no dependen de b
(excepto en el caso que veremos a continuacion de trian-
gulo rectangulo). Y que el signo dependera de la orien-
tacion escogida, claro, ya que calculamos el area de
A’B’C’ usando el determinante dado por los puntos de
ese tridngulo (completando la matriz con unos como
todos sabemos).

Si b=c, o bien b=0, es decir el triangulo es rec-
tangulo, la razon es siempre -3 (basta para probarlo
con substituir en la formula del cociente de las areas
b y da -3, lo que se llama un “teorema express”, no
hay variacion, la funcién del &rea es siempre constan-
te). El reciproco no es tan express, pero tampoco dificil.

En el triangulo ortico, deducido del ABC por los
pies de las alturas, la razon del &rea es 2-h-(b"3 - 2:b"2.c
+b-(c"2 + h"2) - ¢:h"2)/((b"2 + h"2)-(b~2 - 2:b-c + 2
+ h”2)). Cuando h —eo
el limite es 2. Evidentemente en el caso de triangulos

el limite es 0. Cuando h »0

rectangulos no hay nada que decir pues el triangulo orti-

co es un segmento (aunque la razén de las areas es cero,
es constante).

Para valores de b y c fijos, y O<b<c la funcién
pasa desde 2 a un valor minimo proximo a 0 negativo
para después ir creciendo pausadamente hasta el 0 en
infinito. En otro caso va directamente desde 2 hasta el 0.
el rango, en este caso es (0,2).

¢Que pasa con las bisectrices? Ahora la razon es
algo tremebunda:

Vb2 + h~2)- (b2 + h"2)-(Ub™2 - 2:b-c + c~2
+h"2) - 2:(b - ¢)) + Y(b"2 - 2.b-c + c2 + h"2)- (Vb2
+h"2) +2:(b-c)) - 2b"2 + 4.b-c - 2:(c”2 + h"™2))/((c -
2:b)-(V(072 + h"2) - ¢)-(V(b”2 - 2:b-c + c~2 + h~2) - 2:b
+¢))

Cuando h —eo , tiende a cero. Cando h— 0, tien-
de a 2:(c - b)-ABS(b)-(ABS(b) + b - ¢)-(SIGN(b - c) -
1)/((2'b - ¢)-(ABS(b) - ¢)-(ABS(b - ¢) - 2'b + ¢)) y que si
b >= ¢ >0 da cero.

Si el tridngulo es rectangulo tenemos el siguien-
te resultado. En el caso b=c la razon vale 2d(d+c)(d-
h)/ch(c-h) y en el caso b=0 da 2h(d-h)/c(c-h) (d aqui es
la hipotenusa). Este ejemplo prueba que no siempre
obtenemos resultados interesantes.

Otro caso: En el triangulo deducido de ABC, por
los puntos medios de los lados, es sobradamente conoci-
do que la razon es 1/4. Si tomasemos en vez de los pun-
tos medios, los puntos del tipo OA’=0OA+AB/n o
OA+AB(n-1)/n las razones serian (n-1)/n2 o (n2-
3n+3)/n2 segun el caso.

También podemos definir el triangulo A’B’C’
como el resultado de las intersecciones de las rectas
paralelas al lado opuesto pasando por cada punto. Eneste
caso la razon es siempre 4.

Hay que decir que aqui los tridngulos estan en
posicion inversa del caso anterior.

Pero es que si definimos (o inventamos la defini-
cién) que una recta es a-paralela de otra si las pendientes
se relacionan asi m’= m+a, entonces la razon de las areas
de los tridngulos relacionados por ese paralelismo (
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Punto o lado Simétrico

respecto al punto...

Vértice opuesto.
R=1(Gv)yR=4(Gw)

Punto o lado
Simétrico respecto
al lado...
Lado opuesto
Perpendiculares desde el
baricentro a los lados.
Limites 2/9.

Rectangulos = -2/9
Equilatero 1/4®

simétrico (n=2)
consecutivo para

ellos (3a).
Incentro Corte de bisectrices = Vértice opuesto (Gy y Gyv). Lado opuesto.
y lados. Perpendiculares desde el
Formado con Formado por Incentro, Circuncentro,  incentro a los lados.
Lim inf=0. Ortocentro (1CO) Limites 0.
Rectangulos: (h-c)/2suma lados. Si
IBC
(h-c)/6suma lados
OBC cero (estan en una recta). OIB
(h-c)/3suma lados
Equiléatero 0
Ortocentro Corte de alturas y Cada vértice respecto al ortocentro R Lado opuesto.

lados (triangulo =1 (Gy). Ortocentro respecto a cada

ortico) LimitesOy | vértice R =4 (Gy).

2. n-simétrico cada pie de la

Equilatero R =1/4 perpendicular respecto vértice

n-simétrico con siguiente (sin importar el orden).

centro los puntos del Recténgulos (b=c)n(nc*+(n-

triangulo drtico, 1)h?)/(c*+h?)

respecto a los (b=0) n(c*(n-1)+nh?) /(c*+h?)

vértices opuestos. Equilatero (4n*-2n+ 1)/4

Limites (n - 1)-(2:n | Simétrico con centro cada Vvértice

+ 1)y -(n+1) opuesto a cada pie, del pie. Lim 4y

Rectangulo R=n+1 | 6(inf). Rectangulos 6.

Equilatero Equilateros 25/4

R = (n?+4n+4)/4 N-simétrico en el caso anterior
Rectangulos n(n+1) Equiléateros
(4n*+4n+ 1)/4 N1-simétricos....

Circuncentro  Corte de mediatrices | Vértice opuesto
y lados. Formado Puntos simétricos del circuncentro

Lado opuesto
Perpendiculares desde el

conR=1/4 respecto a los Vértices, R =4 (Gy circuncentro a los lados
Puntos medios v--Gv) =1/4 (Se cortan en los
R =1/4 puntos medios)
Cualquier Ya analizados antes
punto (x,y)

Punto exotico,
de Fermat, de
Ceva,
Feuerbach,
Gergonne,
Lemoine ....

Vértice opuesto Lado opuesto

(2) si hiciéramos simétricos del baricentro respecto a los lados -Limites -8/9
Rectangulos -8/9. Equilatero 1: Observar que este caso simplemente es aplicar el caso del pie de la perpendicular y una simetria. Si fuesen n-
simétricos tendriamos (2(3n2-3n+1)/9), etc. Sobran por lo tanto en la tabla.
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TABLA 2

Transformados por Desde
Paralelismo Vértices

R=4
a-paralelismo Vértices
m’= m+a

ak-paralelismo
Pendientes ak-paralelas
m’=k(m+a)

k-paralelas m’= km
(caso particular del

Corte

Rectas 2 a 2 Otros puntos, pies de
las alturas,....

Rectas 2 a 2 Otros puntos, pies de

R=4 las alturas,...

Rectas 2 a 2

ak.paralelas

pasando por los

vertices

R = (k+1)%/k

Rectas 2 a 2 pero

anterior)

uno de los

puntos de corte
se substituye por

uno de los

puntos ABC.

Puede dar k+1, 0

(k+1)/k.
Perpendicularidad Veértices Otros puntos
Triseccion Vértices Rectas 2 a 2 Otros puntos

(multiseccion) de
angulos=Morley
Rectas formando un
angulo acon los lados B,
2cotg®(a)+c*cotg(a)/h

A’B’C’ viene dado por los puntos de corte de las
rectas “paralelas” al triangulo original por los vértices)
sigue siendo 4 (sorprendentemente independiente del
valor de a).

Realmente, mucho mejor es hacer las tablas
anteriores.

Ya solo en la TABLA 1 tenemos muchas amplias
categorias... a investigar. Los resultados que ponemos
aqui pueden servir de base para comprobar que el méto-
do le funciona al lector... Pero puede imaginar otros
métodos distintos de generar A'B'C'. Vimos también mas
ejemplos (TABLA 2).

Asi podemos calcular el punto de Fermat, con
centro en él, calcular los simétricos de los vértices, des-
pués de ese triangulo calculamos el ortocentro y los

Cortes, rectdngulo en Rectas 2 a 2

simétricos del ortocentro respecto a los lados, después...

Consideraciones finales

Realmente para acabar bien el articulo habria
gue estudiar todos los casos de Edgar Brisse (3053), pero
como decia Descartes, el fundador de la Geometria
Analitica, hay que dejar algo de trabajo para la posteri-
dad o para los alumnos...3

Un buen texto para introducirse en las peculiari-
dades de Derive en la programacion y resolucion de teo-
remas con triangulos es el de Miguel de Guzman [1], ya
gue trae numerosas funciones ya resueltas y ejemplos
que pueden servir como base para los problemas aqui
propuestos. De hecho, coincidimos en las ideas sobre
proponer problemas, ain que él se refire a casos méas

3Espero que la posteridad me juzgue bien, no s6lo por las cosas que expliqué, sino por las cosas que omiti intencionadamente para dejar a

otros el placer de descubrir. (Rene Descartes)



generales y abiertos, en este articulo nos centramos en
las relaciones entre las areas, ver, por ejemplo:

Una técnica general para proponerse

preguntas (a veces interesantes)

He aqui una técnica general para hacer-

se preguntas més el menos interesantes y

obtener resultados nuevos alrededor de

la geometria del tridngulo. Se parte de

un triangulo ABC y de un punto P de su

plano (o bien de una recta P en el mismo

plano). A partir de estos elementos se

realizan operaciones simétricas, (Simé-

tricas significa aqui que la misma ope-

racion que se ha hecho con A, por ejem-

plo, se hace con B y C) respecto de los

elementos del tridngulo (lados, vérti-

ces,...). Se llegan a obtener asi tres ele-

mentos (puntos el rectas) a los que lla-

mamaos tA(P), tB(P), tC(P). A veces estos

elementos estan alineados (si son pun-

tos) o son concurrentes (Si son rectas).

Si lo son, se obtiene una relacion intere-

sante. Y si no lo son, se estudia el lugar

de los P, o la envolvente de los P, tales

que tA(P), tB(P), tC(P) estan alineados

el son concurrentes. Esta es la forma

general en que surgen algunas relacio-

nes y lugares curiosos en la geometria

del triangulo.

Otro texto fundamental, para el tema que esta-
mos a tratar, es el de Tomas Recio [2] en el que se des-
arrollan adecuadamente y con mas profundidad las
implicaciones didacticas del método de demostracion y
descubrimento automaticos sobre todo en el capitulo del
mismo titulo, (pag. 69-100), del que destacamos este
resumen:

-la utilizacién del ordenador para la

demostracion y el descubrimiento de

resultados podria ser una forma de recu-

perar el razonamiento geométrico en la

ensefianza.

-proporcionando, ademas, un contexto

significativo para la ensefianza de deter-

minados aspectos de la manipulacion
algebraica (factorizacion, eliminacion,
simplificacion de expresiones).

-mediante la traduccion (de los resulta-

dos obtenidos por el ordenador) en tér-

minos légicos (condiciones, necesarias,

suficientes, superfluas, hipdtesis com-

plementarias, etc.) o geométricos.

Resumiendo, debemos, podemos y queremos
jugar con las matematicas desde la tecnologia, indefini-
damente.

Por ultimo, decir que la demostracion automati-
ca de teoremas es un campo activo de investigacion en
Espaiia y en Galicia, en el que son representantes desta-
cados Tomas Recio, -del que su libro [2] es una fuente
interesante de reflexion sobre el calculo Simbdlico y
Geométrico en la Secundaria, y nuestros colegas
Francisco Botana y José Luis Valcarcel. En este campo
se usan como test precisamente teoremas del triangulo.
Espero que algunos de éstos resultados les puedan servir
en sus investigaciones (lo mismo que al caro lector le
pueda sugerir otras).
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