O PRINCIPIO DE SEMELLANZA

Xa Galileo observa que os seres vivos con formas
semellantes tifian as stias dimensions sometidas a cer-
tas restriccions; nin aumentaban nin diminuian extra-
ordinariamente respecto duns valores estandard.

Neste artigo presentamos algins exemplos de
como as leis fisicas impofien limitacions 6s tamarios
dos obxectos seres vivos cunha mesma forma e uns
mesmos materiais.

E necesario precisar qué entendemos por formas
semellantes. Diremos que dous corpos A e B no espa-
cio euclideo son semellantes se, e s6 se, existe unha
bixeccion, f: A---> B que satisfai a seguinte condicion:

d(ab)= k d(f(a).f(b))

sendo ae b puntosde A, d adistancia euclideae
k unha constante fixa para calqueraaeb.

Desta definicion dedlcense as seguintes propie-
dades:

i) Se dous corpos A e B son semellantes, Sy=
k2S5 , sendo S, e Sy as superficies de A e B respec-
tivamente.

ii) Se A e B son semellantes, V5 = k3V sendo
V5 € Vg 0s volumes respectivos.

A demostracion rigorosa destas propiedades non
ésinxela, salvo no caso de poliedros ou superficies que
satisfagan unhas condicions de integrabilidade, dife-
renciabilidade e convexidade determinadas [1].
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Sexan A e B duas superficies semellantes pla-
nas, con centro de semellanza no orixe de coordena
dag[2], nas condicidns anteditas,

Sg = % Oxdy - ydx
tendo en conta que x'=kx e y'=ky,
SA%(‘)X'dy'- y'dx'= kzéc‘)\(dy- ydx =k?S,

Con isto xustificamos a propiedade i).
Anaogamente xustificase ii) tendo en conta que

V = yixdydz

Enunciamos entdn o principio de semellanza:
Dado un sistema fisico en equilibrio, cunhas variables
gue obedecen a unha ecuacion determinada, 6 transfor-
mar mediante unha semellanzadito sistema, a ecuacion

consérvase, pero 0 equilibrio non se mantén necesaria-
mente.

Hai multitude de situacions que se rexen por ese
principio; non obstante o seu sentido preciso quedara
perfectamente claro en cada un dos seguintes exem-
plos.

Consideremos un cilindro devolumeV e &reada
base S, con densidade p.

A presion que exerce este cilindro sobre a stia
base, esta dada pola ecuacién  p = Vg

S

Sexaoutro cilindro semellante 6 primeiro; o seu
volume V' serdigual ak3V easiia base S=k2S. deste
modo -

pr=PV'g_

Por tanto, non podemos construir cos mesmos



materiais, cilindros de dimensiéns arbitrarias, pois che-
garia un momento en que as presiéns serian prohibiti-
vas e desmoronariase a sUia estructura. Aqui o termo
equilibrio refirese a forma cilindrica.

Pola mesma razon, os edificios cunha estructura
e materiais fixos terén unhas dimensidns maximas, por
riba das cales sera imposible a slia existencia. Isto
podemos ilustrao co seguinte caso sinxelo.
Supofiamos unha tadboa de madeira (coeficiente & trac-
cién ¢,=600 Kg cm-2) de catro metros de lonxitude, 15
cm de ancho e 12 cm de grosor, apoiada nos seus extre-
mos. A carga méxima que pode soportar no seu punto
medio ven dada por
p= I 4c,
Vi
onde V é asemidistancia entre afibra de madei-
ra mas distendida & que menos se distenda, | € o
momento de inercia e | é a distancia entre puntos de
apoio. Asi
_BH?®/124c, _15:12° 4.600
T H/2 1 6 400
Se duplicamos as dimensiéns, a carga maxima

gue agora pode soportar seria P=8.640 Kg. Se nas con-
dicions anteriores, tivesemos sobre o punto medio da
taboa, unha esfera dun determinado material cun peso
que fose 2.100 Kg, o sistema téboa-esfera estaria en
equilibrio. No segundo caso, 0 transformar a esfera
mediante a semellanza, 0 seu peso seria (23)x 2.100
Kg., ou sexa 16.800 Kg co que a taboa romperia e non
se manteria o equilibrio.

Notese que aqui k € 2 e que 0 peso varia co volu-
me que a sila vez o fai como k3 mentres que a carga
méxima como k2 , & dicir, como a siia seccion.

= 2160Kg.

A Natureza é extraordinariamente disciplinada
respecto 6 Principio de Semellanza e é ela a que nos
proporciona os exemplos méis interesantes.

Pensemos nos vexetais como unha escala dos
seres vivos. Nun bosque o esencial é alcanzar a maior
atura posible co obxecto de captar a maior cantidade
de radiaciéon solar. ¢Hai unha altura critica que non
poida ser sobrepasada? ¢De que factores depende?. O
problema non é trivial e necesita dunha ferramenta
matemética forte, que aqui limitdmonos ailustrar.

Consideremos unha barra uniforme e elastica
encaixada nun soporte e en posicion vertical. A posi-
cién vertical de equilibrio é a Unica estable se a stia

lonxitude non excede unha altura critica; se sobrepasa-
mos esta altura, hai outras posicions de equilibrio dis-
tintas da vertical, e asi, se desprazamos levemente o
extremo superior da posicion vertical, a barra non vol-
veria arecuperarse.
Chamemos | & lonxitude da barra, a 6 radio da
slia seccion, w 6 peso por unidade de lonxitude, E 6
maodulo de Young e
6 seu momento & inefCia Supofiamos que a
barra esté en equilibrio nunha posicién desviada lixei-
ramente da vertical. Tomemos a orixe de coordenadas
O no extremo superior da barra en posicién vertical, o
eixe x verticalmente cara abaixo e 0 eixey no plano da
barra. A condicion de que a barra estea en equilibrio
esta refrexada na ecuacion diferencial

(3]

El d—gy + wxﬂ =0
dx® dx
que
pode transformarse na d_Z +r2x dy _ 0
facendo . _ w dx dx
El
As condiciéns de contorno son dias :
i) 4y _, en x=0,
dx?

xa que non hai momento debido & curvatura por
estar en equilibrio;

i) dy _g en x=I.

dx

por estar a barra encaixada no soporte. Esta
ecuacion diferencial pddese reducir a unha de Bessel e
debido &s condicidns de contorno anteditas a stia solu-
cion é

N w
I O:

x
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sendo J,, unha funcion de Bessel con n=-1/3 . A
raiz minima da ecuacion  J_,;; (x) =0
€ x=1.18663 e de aqui que a barra permanecera en
equilibrio, separada da vertical cando 1 satisfaga a
., 3
ecuacion 2
27 _1 6663

édicir
I° = 7,84E
w

gue proporciona a altura critica da barra. Por

isto unha cana de trigo inclinase baixo o peso da espi-

ga, non porque a cana non posta flexibilidade, sendn



porque o equilibrio estable na posicion vertical é o
anico posible soamente por debaixo da lonxitude criti-
Ca, Como ocorre co trigo verde.

P - El
Notese que na ecuacion

I°=7,84—
w
refréxase a relacion entre a lonxitude, a masa
por unidade de lonxitude e a seccion da barra. Neste
caso alonxitude critica € proporcional a k2 sendo k a
constante de proporcionalidade.

Nos animais o Principio de Semellanza impén
0s individuos damesmafamilia, non sé limitaciéns nas
dimensiéns anatémicas, sendn tamén condicionamen-
tos metabdlicos. E cofiecido que a radiacion caldrica é
proporcional a superficie do corpo emisor, mentres que
a producciéon da enerxia caorifica é proporciona 6
volume do corpo. Asi, os mamiferos, que son animais
homotermos, para manter a sla temperatura ided,
necesitan un aporte enerxético continuo. Os roedores,
entre 0s que se atopan 0s mamiferos mais pequenos,
tefien unha superficie corporal demasiado grande en
relacion 6 seu volume, o que explica a stia voracidade.
Deste modo, os ratos necesitan un consumo diario de
alimentosigual a metade do seu peso, mentres o home,
cunha relacion superficie volume mais favorable, s
necesita por termo medio, un cincuentaavo do seu
peso. Este efecto € ben cofiecido polos gandeiros; para
0 gando vacuin, comprobouse que aracién minimaque
ha de proporcionarselle para manter estable o0 seu peso,
€ proporcional & superficie do animal. TGmase como
medida representativa da stia superficie p2, sendo p o
perimetro torécico, por ser a zona de localizacion pul-
monar onde ten lugar a maior irradiacion de calor.

Enton, se R é aracion,
2

- 2 —t! 5 .
R=tp”=t'P sendo P o peso do animal

et unha constante de proporcionalidade. Neste caso R

depende de k2.

Este razoamento explica con claridade o por qué
os mamiferos pequenos non abundan en lugares por
riba dunha latitude determinada; por qué os insectos
desaparecen coa chegada dos frios invernais.

A transpiracion é un medio de manter o equili-
brio térmico; os insectos postien un caparazén quitino-
so inadecuado para readlizar tal funcion, innecesaria e

danifia para a stia relacion superficie-volume.

O nariz, as mans, 0s pés e as orellas dos seres
humanos, son as zonas do corpo que mais e que antes
se arrefrian, debido, entre outras razons, tamén a sta
desfavorable relacion superficie-volume.

A morfoloxia dos 6rganos dos seres vivos tamén
esta adaptada 6 seu tamafio. A respiracion ten como
mision esencial aportar 0 0sixeno necesario para as
oxidacions internas, asi como a evacuacion do CO,
producido. O intercambio gasoso estd en relaciéon a
superficie na que se realiza, mentres que as necesida-
des de osixeno son proporcionais 6 volume do indivi-
duo. Os pulmons dos seres vivosinferiores son cavida
des lisas en forma de bolsa. Nos seres vivos de maior
tamafio, se 0s seus pulméns mantivesen a mesma
estructura non serian capaces de realizar o intercambio
gasoso necesario; por isto, como é precisa unha maior
superficie de intercambio ten lugar -unha variacion da
xeometria pulmonar, formando pregos e alvéolos. Os
insectos e arécnidos xigantes das malas peliculas de
ficcion son seres imposibles, pois, ademais de que as
slias patas non poderian sostelos, serian incapaces de
respirar. Dicimos que as slias patas non serian capaces
de sostelos porque, 6 aumentar as slias proporcions de
forma proporcional, a carga que poderian soportar as
slias patas varia coa seccién, mentres que o peso do
animal esta en relacién 6 seu volume.

Consideremos o fendmeno evolutivo en relacion
co Principio de Semellanza; supofiamos que nun ins-
tante al canzouse na evolucién a etapa correspondente a
un mamifero herbivoro como a vaca, e que por razons
de medio ambiente 0 seu medio natural de alimenta-
cion vese reducido e este animal € obrigado a acceder
as follas das arbores para complementar a siia alimen-
tacion. A solucion 6 problema seria un cambio mor-
foléxico que lle permitise alcanzar maiores alturas,
pero esta maior atura non poderia conseguila cun
aumento linear das slias proporciéns. Unha solucion
"cuasi-proporcional”  traduciriase nun gran aumento
de peso, unha modificacién da estructura das slas
patas refrexada nun engrosamento; asi mesmo o colo
sufriria un engrosamento considerable, mitigado por
un acurtamento. Estes cambios converterdno nun ser
pouco axil e torpe de movementos. Esta é a solucion



cofiecida como el efante. Outra solucién seria 0 aumen-
to non proporcional e si unha transformacion especia-
lizada, o que conleva un cambio substancial na xeo-
metria. Seria desexable un colo mas longo e extraordi-
nariamente mobil, que necesitaria unha cabeza méis
esvelta e lixeira; agora ben, este colo provocaria unha
perda de estabilidade que se compensaria cunhas patas
longas (para non ter que aumentar excesivamente a
lonxitude do pescozo) inclinadas cara adiante e cara
fora as anteriores, e cara atras as posteriores. Seria a
solucion xirafa.

Tameén o movemento se ve afectado polo princi-
pio; en lifas xerais a velocidade que alcanza un peixe,
depende do traballo que pode redlizar e daresistencia
gue pode vencer. As dimensions do traballo son pro-
porcionais a k3, posto que o traballo depende do volu-
me muscular, mentres as daresistenciao son ak2, dado
gue depende da slia superficie externa. Por mecanica
elemental o traballo T é proporcional a resistencia R
pola velocidade v 6 cadrado; tendo en conta o anterior,
v resulta proporcional ak? (Lei de Froude). O mesmo
razoamento pode aplicarse a un barco e de aqui que
canto maior sexa, maior sera a velocidade que pode
alcanzar considerando sempre 0s mesmos materiaisea
mesma estructura.

En todos estes exemplos recalcamos 6 utilizar o
Principio de Semellanza a imposibilidade de reprodu-
cir as situacions mantendo fixas as estructuras, mate-
riais, etc., para non caer na obcecacion de Newcomb
gue utilizando estes razoamentos empefiouse ha impo-
sibilidade de voar a escala humana, con aparatos méais
pesados co aire. A sla teimosia chegou 6 extremo de
gue unha vez que os irmans Wright demostraron o seu
erro, dixese que seriaimposible voar en aeroplano con
duas persoas. Newcomb non tivo en conta que a tecno-
loxia moderna seria capaz de desenvolver novos mate-
riais, novas xeometrias alares, e motores con empuxes
moi superiores por unidade de peso 6s do momento.
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