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En el método de Newton el objetivo es resolver
una ecuacion f(x)=0. La idea mas simple del mundo
que a uno se le puede ocurrir es expresarlo x=f1(0), y
ya esté resuelta. De hecho que cuando f es una funcién
de inversa conocida la solucién aparece en Secundaria
y suspendemos a nuestros alumnos si no saben resolver
In x=0 o cos x=0. Con toda justificacion.

Lo que viene a continuacion tiene una traduc-
cién y un resumen visual: en el método de Newton
tomamos la recta tangente a la funcion en un punto
préximo a la solucién y calculamos el punto de corte
de esa tangente con el eje de las X. Pues bien, la ima-
gen que veremos a continuacion es la de la curva de
orden superior deducida de la serie de Taylor de la fun-
cién en un punto préximo a la solucion y el calculo del
punto de corte de esa curva con el eje de las X. Esto es
posible verlo tanto en la funcion original-lo que es
mucho méas complejo de resolver- como en la funcién
inversa, en este caso aplicado a y=f-1(x) en un x préxi-
mo a cero, tratando de determinar ahora el corte de la
curva tangente con el eje de las .

Pensar en la inversa, decia Jacobi, entusiasmado
por lo que esta idea —pensar en la inversa de la funcién-
le rent6 en las integrales elipticas. Pensar en la inversa
y pensar de modo simple, podriamos afiadir.

La serie de potencias de la funcién inversa.

A veces, ciertos resultados como el de Lagrange
de la férmula de la inversa interfieren e impiden ver
matematicas simples desde un punto simple. Cuando
escribi el articulo Series de potencias de una funcién
tenia ciertos recelos de que cosas tan simples no estu-
vieran escritas previamente. Mirando en Internet hoy
en dia cuando uno busca serie de potencias de una fun-
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cion inversa encuentra el teorema de Lagrange-
Birmann, en variable compleja, y con restos comple-
jos, pero sigue sin estar explicado-conocido-divulgado
para una funcidn real de variable real. Es decir, nadie
leyé el citado articulo, excepto quiza la persona que lo
referencio en el Mathematical Reviews.

¢Cual seria esa serie de potencias si hubiese
extendido unas lineas mas ese articulo citado?

Partiendo de la serie de potencias de una fun-
cion en Regueiro (1982):

f(x)=f(a)+F(f)(a)(p(x)-p(a))+

F2(f)(a)(p(x)-p(a))2/2!+.....+ FN(f) (a) (p(x)-
p(@)"/nt+F M*1(f)(c)(p(x)-p(@))*L/(n+1)!

Donde F=1/p’(x)D . Y una de las posibles for-
mulas do resto, siendo ¢ un punto intermedio entre a 'y

x da:
F " (D)) - p@)™
(n+1)!

Si y=f(x) es la funcion, yy=f(xg), la funcion
inversa tiene de serie de potencias x=xg+JF(X)[Xg](y-
Yo)t F2(X)[X] (y-Yo)2/21+ F)[Xpl(y-yo)/3!+....+
FNX)[Xel(Y-Yo)V/n!+..... donde F es un operador dife-
rencial F=1/f’(x)D, ya que estamos expresando X
como serie de potencias de f(x)-f(xg).

Coincide con la serie de la formula de Lagrange,
formula 3.6.6 del Handbook que dice que si y=f(x),
yo=f(xg), f'(xg)#0

k
w(y_yo)k dkil X_Xo
X=X +
° Kzl k! [dx“* | F(x)-y,
X=X

Ya que la serie debe ser Unica,



A x-x ok | 1 )
lw(m” =F (X)[Xo]—l[mDJ (X)][Xo]
x=

(que como se puede comprobar para k=1 o k=2,
es cierto solo tomando el limite de la expresion de la
izquerda cuando x tiende a Xg); limite que hace suma-
mente complejo el calculo de los coeficientes y expli-
ca que lo que viene a continuacion no esté contado ya
desde los tiempos de Lagrange. Que su relacion con el
método de Newton no haya sido suficientemente
expresada o conocida. Naturalmente, puestos a esco-
ger, prefiero la mia que es mais operacional, simple, y
clara- para mi. Ademas de mas simple de calcular y
probar- no mas que la serie de Taylor. Tiene resto y
podemos deducir conclusiones y resultados notables de
ella.

También aparece la serie inversa en otro lugar
del Handbook of Mathematical Functions, (3.6.25)
pero como tales coeficientes de la serie inversa, a los
que se puede llegar resolviendo el sistema de ecuacio-
nes resultante de substituir en la serie de Taylor de la
funcidn una serie de potencias -con coeficientes a cal-
cular-que dé por resultado x, es decir, utilizando que
f(f-1(x))=x. El resultado es complejo e ininteligible,
porque no se sabe de donde proceden esos coeficientes
de expresion cada vez mas complicada con n. Pero
estdbamos con el método de Newton y vamos a ver qué
tiene que ver la férmula del desarrollo en serie de la
inversa con éste método. Lo que nos interesa en este
articulo es iluminar si esto nos sirve para entender
mejor el método de Newton.

Podemos leer en Internet como “The first
attempt to use the second order expansion is due to the
astronomer E. Halley (1656-1743) in 1694. “. Halley
Ilega al segundo miembro de la serie, y en esa misma
pagina se pueden ver los métodos de Householder
(1970), sin que haya una explicacién sencilla de ellos.
Mathworld explica la “Halley’s Irrational Formula”
mediante la interseccién -con el eje de las X- de la
aproximacién de Taylor de segundo orden explicada.
De hecho, al hacerla asi tenemos que resolver una
ecuacidén de segundo grado y aparece una raiz cuadra-
da, que ya no aparece en la explicacion del
Householder’s Method.

Tratemos de buscar esa explicacién sencilla.
F(X)=1F"(X)*1=1/(x), F2(x)=-f"(X)/(f*(X))3, etc...

Si ahora y=0 —ya que para el x que estamos bus-

cando, solucién de la ecuacion, debe ser y=f(x)=0,
tenemos que
x=xXo-F (o) (o) *+F(X0)2(-F (X (X (F" (%)) 3)/2+....

Voilal. O Eurekal. Ya que:

-Los dos primeros términos de la solucién
expresada con esta serie son los de la formula del
método de Newton. Los tres primeros son los de
Halley-Householder. Ahora si ya sabemos un nuevo
porqué de la efectividad del método de Newton.

-Por lo tanto, para generalizar el método de
Newton s6lo tenemos que ir afiadiendo al método ite-
rativo mas sumandos de la formula de la inversa, apli-
cada a este caso en que y=0:

x=Xg+ F(X)[Xo)(-Yo)+ F2(X)[xo] (-yo)?/2!+
FI) Xl (-y0)33M+...+ FNO) Xl (-Yo)Vn!+.....

En Internet podemos ver outros métodos de
generalizar el método de Newton, pero con orientacio-
nes totalmente diferentes de las que se presenta aqui.

-Si utilizamos todos los términos tenemos un
método directo, no iterativo, del calculo de la solucidn
buscada. Tedricamente es posible calcularla con cual-
quier precision, a costa de la mayor complejidad de los
términos sucesivos. Esto hoy en dia no es tan proble-
matico al disponer de herramientas informaéticas de
calculo simbolico.

-Se puede generalizar perfectamente a varias
variables,o espacios, ain que no vamos aqui a llenar de
formulas este pequefio articulo con algo que puede
reproducir cualquier matemético. El método de
Newton es un método central en este caso.
Buscariamos puntos 6ptimos —por poner un ejemplo-
no por la direccion del mayor gradiente, sino por la
direcciéon de mayor gradiente de la superficie tangente
de 2°, 3° ... grado. Irfamos mas directos a la solucién ,
lo que en problemas extremadamente complejos de
economia o bioinformatica puede ser mucho mas satis-
factorio y eficiente.

-Mejoran los métodos de Householder.

-Pero el resultado méas notable (en cuanto a
entender la eficiencia de los métodos de Newton gene-
ralizados utilizando la inversa) es el siguiente- nota-
blemente simple y rapido de demostrar en su version
general. ‘

Teorema ||8k || <K ||8k,1||n+'. Siendo ¢ el error
cometido por la iteracion de orden k del método de
Newton de orden n. Es decir, en cada paso de la itera-
cion disminuimos el error del resultado, siendo éste



proporcional a una potencia n+1 del error de la itera-
cion anterior.

Los detalles:

Sea g(x)=x+F (X)(-F())+ F2(x)(-f(x))?/2+
F3(X)(-F(x))3/31+....+ F(X)(-F(X))V/n! la funcion itera-
tiva del método de Newton por la aproximacion n-sima
de la inversa. Sea a la solucion de f(x)=0 que busca-
mos, es decir, f(a)=0 y g(x) cumple las condiciones del
teorema de Cauchy en [a,x], esencialmente que
fe Cn*1[a, x]. Y F*1(x) esta acotada entre a y x. Y
f’(x) también, ademas de no anularse en [a,x].

Asi X, =g(Xy1) Y la tesis es que | x,-a| <K |x, q-a|n*t

Demostracion.

Por el teorema de Cauchy

9()-g(a) _g1c)
f(x)-f(a) f1c)

siendo ¢ un punto intermedio a a y x. f(a)=0 Y
g(a)=a por ser a solucion de f(x)=0.

f(x)-f(a)=f"(cq)(x-a) por el teorema del valor
medio. Y g’(c)/f’(c)= F (9(x))[c].

Por lo que calculamos F (g(x))= F (X)+ F2(x)
(FO0)+ FO)(-1)+ FBX)((x))2/2+ F2 () (x)+ FH(x)
(-F(x))3/31- F3(X)F(X)2/2....+ F*L(x)(-F(x))V/n!=
F *1(x)(-f(x))"/n! Puesto que los demas sumandos se
anulan dos a dos(como en una suma telescépica).

Por lo que

000 -9(a) :[f —HICT) ][c](f (- f(a))

[ m(c)](f(a) F(0)"(F ()~ f (@) =

— 1y [ - (C)](f(c) (@) (F ()~ f (a))

Aplicando ahora el hecho de que F7*1(x) esta
acotada entre a 'y x por K;. Y que f’(x) lo esta por K,
aplicando el teorema del valor medio a f(c)-f(a) y a
f(x)-f(a) llegamos a que

n+l

K,K
la()-g(a)] < ——|x-a]
n!

n+l

por lo que
lo(x)-9@)] < Kx - a”n+l es decir
n+1
I ~al <K, ~a] cqd

Demostrar esto para n=1 utilizando Taylor es
casi tan complejo como esta demostracion. Utilizar la
formula de Lagrange de la inversa para esto es poco
menos que imposible.

Y, para finalizar, una aplicacion al célculo de rai-
ces supereficiente.

Dado f(x)=0, tomemos un valor € pequefio;
tenemos que f(x)+ e=¢. Entonces llamando g(x)=f(x)+
€, la solucion es x=g-1(g). Si conocemos un X, tal que
g-1(x)=0, o bien -simplemente-préximo a la raiz bus-
cada x, podemos hacer el desarrollo en serie de la
inversa, de g-1,en xg, y calcularla con x=g-1(e) .

Un ejemplo lo aclarara. Calculemos una raiz de
x27-2x+1,01=0. g(x)= x27-2x+1 e g(1)=0. El desarrollo
de lainversade g en 1 es:

x=1 + 1/25.y - 351/15625y"2 +
173277/9765625-y"3- 19770426/1220703125y"4+
61188852114/ 3814697265625 y*5

Con seis sumandos e y=-0,01 tenemos que X =
0.999597735692658817042879124732878684023730
7810960155204634384877862616893413086061119
7950608694347576990481620084334852685934720
6607261574006786920877705086815013741686303
22852269605227748173166814038..., que da una pre-
cision de méas de 300 decimales, comprobado con
Derive. Sin embargo, hay que resaltar que con un tér-
mino menos s6lo aproximaba 11 decimales!. La con-
clusion, Derive utiliza la serie hasta el quinto término.
Los coeficientes salen de 1/(27x26-2) [1]=1/25
(1/(27x26-2)D(1/(27x26-2)D](x)[1])/2= -351/15625,
etc, etc.

Decir, por Gltimo, que estas series permiten cal-
cular tablas de funciones inversas de alta precision. O
valores numéricos. ¢Alguno se atreve con el nimero de
oro?.
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