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Resumo. Diferentes tipos de medias tefien carta
de natureza en matematicas desde os pitagoéricos, € son
o resultado de facer unha media aritmética pero con
aritméticas derivadas. Asi e todo, as suas aritméticas
non estan recofiecidas, expresadas, nin son utilizadas
en diferentes problemas, incluso elementais. Afirmase
que a comprension e a admision de que estas aritméti-
cas son “reais” e estan en numerosos exemplos fisicos,
xa no ensino secundario, a admision de que son natu-
rais e imprescindibles en certos problemas, producen
un resultado notable: unha maior economia de pensa-
mento -que diria Mach-. Para isto percorrese un amplo
camifio que vai desde a media das notas, pasando polas
magnitudes derivadas ata as derivadas “derivadas”.

Para entender as motivacions que me levan a
facer este pequeno artigo, tefio que sinalar que é un
tema sobre o que, realmente, hai moito que dicir desde
puntos de vistas moi variados. En primeiro lugar, e de
forma sorprendente, o tema aparece xa na propia pro-
fesion de profesor. Cando facemos unha media de
notas de clase, ;que estamos a facer? ;Por que unha
media e non unha mediana? por exemplo.

A media das notas

Un tema tratado polos medios de comunicacion
este veran na nosa comunidade foi o das notas de
matematicas, en particular a baixa nota media de
matematicas dos alumnos na Selectividade. A parte de
que se poden facer moitas consideracions sobre este
tema, a un podeselle ocorrer facer unha media das
notas que tefla en conta o nimero de horas semanais
dedicadas as matematicas nos anos de secundaria, e
comparar as notas medias tendo en conta ese factor. Ou
un segundo factor: a porcentaxe de poboacion que se
presenta & selectividade de entre todos os xoves da
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idade que corresponde a proba.

(Como facelo? M=m*diversidade(% de poboa-
cion)/n® de horas semanais. Corrixide as taboas dos
ultimos 40 anos e verase que tanto os alumnos coma os
profesores actuais gafian en perspectiva, agrandanse.

E isto aplicase non s6 a estas notas, senon as de
toda a primaria ou secundaria. E un feito contrastado
que as notas de matematicas son baixas. Pero o profe-
sor de matematicas non é un mago que explique os
mesmos temas abstractos na metade de tempo no que
se explicaban hai poucos anos e cunha diversidade de
alumnos varias veces maior. En realidade, a ensinanza
das matematicas mellorou, o interese do profesorado
pola Educacién Matematica e pola mellora na stia pro-
fesion tamén, probano os 200 asistentes 6 Congreso de
AGAPEMA en xufio e a mesma existencia de AGA-
PEMA e GAMMA.

Sen embargo, o feito é que, ainda tendo en conta
estes aspectos, seria desexable que a ensinanza das
matematicas mellorase ainda mais.

Antibi (1988) ve as notas de matematicas dunha
maneira pesimista: “Asi, a todos os niveis, podese
dicir que hai na nosa maneira de avaliar aos alumnos
unha clase de constante: a proporcion de malas notas”.
A esta constante chamaa a “constante macabra”. ;Que
pasaria, preguntase, se un profesor non dese nun curso
unha nota menor de 12 sobre 20? Desde logo, pode-
mos dicir, non seria coordinador de matematicas da
Selectividade.

Entre os profesores de matematicas € relativa-
mente frecuente atopar a medida educativa como mag-
nitude intensiva. En realidade relacionada co concepto
de que as “medidas” seguen unha distribuciéon normal
e, polo tanto, tratase simplemente de traducir as notas
a uns datos de media 5 e desviacion tipica xeralmente
1 ou2.



Ou, de modo mais xeral e mais recoiiecible por
todos nos, pofiemos a nota de corte nunha certa canti-
dade. ”Este ano puxemos en setembro o aprobado en
3,2”, o cal vén dado porque en setembro os alumnos
saben ainda menos c¢6 que sabian en xufio ¢ debemos
“baixar o nivel”.

Noutro caso, un presidente dun tribunal de opo-
sicion axusta as notas -baixas- de modo que o nimero
de aprobados coincida exactamente co de prazas.

En xeral, supofiemos que con que as notas este-
an ben ordenadas xa son xustas: “Se aprobo este alum-
no, tefio que aprobar outros dos”, “as notas da selecti-
vidade son baixas porque o exame estaba mal elabo-
rado, pero todos estdn nas mesmas condicions, polo
que da igual”.

Se quixesemos medir tendo en conta a posicion
da nota de cada exame do alumno dentro das notas da
sua clase, ¢cal seria a medida apropiada neste caso?
Unha media numérica factible ¢ calcular a media das
posicions do alumno en cada exame da clase e asig-
narlle a nota correspondente 6 alumno que ocupa esa
posicion na ordenacion polas stias notas medias (ou un
valor interpolado). Este é un primeiro exemplo, entre
outros que aparecen no artigo, no que para un fenéme-
no natural temos duas medidas factibles, escollemos
unha delas como fundamental —priorizamola- e calcu-
lamos a media da magnitude secundaria en funcion da
primaria.

A media do peso e a altura do alumno

En Matemadtica e Educagdo, de Nilson (2002),
dedicaselle un capitulo a Medida e Avaliagdo no que
nos conta como en analises de textos ingleses “medi-
da” ten 40 significados distintos, e comenta o libro de
Hardie Truth and Fallacy in Educational Theory
(1942). Neste libro, Hardie cuestiona as bases teoricas
da medida en Educacion.

E clasifica as magnitudes en tres tipos:

-Magnitudes Intensivas

Exemplo, a dureza. Sabemos clasificar, ordenar
os obxectos pola stia dureza, pero non lles asignamos
un valor, ou este ten un sentido igual ao de numerar
casas nunha raa ou poderia ser dado por letras do alfa-
beto. Se a tUnica maneira posible de medir en
Educacion fose esta, di, a maioria dos calculos que os
educadores levan feito serian unha perda de tempo.

-Magnitudes fundamentais

Neste caso, ademais da posibilidade de ordena-
cién das magnitudes debemos esixirlles a estas que
sexa posible definir a “suma” no conxunto de tales
magnitudes.

A lonxitude, masa, area, son exemplos de mag-
nitudes extensivas fundamentais.

En Educacion, Hardie, ve moi dificil situar as
suas medidas entre as magnitudes fundamentais polo
sentido que se lle pode dar 4 suma. “Reunir notas como
as de gramatica e redaccién nunha Unica nota de
Lingua resulta case tan significativo como sumar os
pesos e as alturas dos alumnos e ordenalos polos valo-
res suma de tales medidas™ di Azanha en Avaliacdo do
rendimento escolar(1969).

-Magnitudes derivadas

Dous exemplos ilustran estas magnitudes: a
temperatura ¢ a densidade.

Nestes dous casos pode establecerse a ordena-
cion (mais quente, menos; mais denso, menos denso) e
incluso definir unha escala para atribuir valores numé-
ricos. Segundo Hardie, estas magnitudes caracterizan-
se porque existe unha féormula (funcidén) que relaciona
a magnitude derivada con magnitudes extensivas fun-
damentais. No caso da temperatura PV=nRT; para a
densidade d=m/v. A través de tales féormulas serian
posibles as medidas indirectas de 7 e d, utilizando as
medidas das magnitudes fundamentais relacionadas.
Hardie intie que as medidas educativas son deste tipo,
magnitudes derivadas, correspondendo a leis ainda por
descubrir; e que pide non se demore o seu descubri-
mento.

Estas magnitudes derivadas, noutros libros cha-
madas medidas indirectas, estaban no centro do arti-
go “2+2=5" de GAMMA n° 1. En Hardy (1951), dise
que se f'¢ unha funcidn continua e estrictamente mono-
tona, ten unha inversa f~ 1 que satisfai as mesmas con-
dicions, o que permite definir a media (sobre o inter-
valo no que se cumpren esas condiciéns) M=
fl 2f(a;)/n) e, poderiamos engadir, a suma S=
rsiay).

Pofiamos un exemplo da clase, os problemas e
exercicios de tarefas e esforzos compartidos -ou de
billas para encher unha piscina- que temos costume de
lles pofier aos nosos alumnos: sabemos que a realiza-



cion de calquera traballo facilitase e acurtase no tempo
cantos mais medios se pofian nisto.

E dicir, que o tempo nestes problemas ¢ unha
magnitude derivada, e a sia suma segue a regra de que
¢ menor que calquera dos sumandos AAB<A; AAB<B,
para valores A, B, estrictamente positivos.

Se esta regra de suma ¢ AAB=AB/(A+B), cum-
pre as condicions. Esta regra non ¢ outra que AAB=
f-1(f(A)+f(B)), sendo f(x)=1/x.

(Resolvense asi todos estes problemas? Si. Polo
que ¢non seria mellor declaralo asi?

Ou sexa, que temos tres situacions posibles, para
valores A, B positivos:

1-AAB>A; AAB>B. Suma habitual, magnitudes
fundamentais, proporcionalidade directa. Exemplos, a
lonxitude, a area, o volume, a masa, etc... a suma ¢
arquimediana. Aplicase a resistencias colocadas en
serie. Se a magnitude ¢ derivada, os exemplos poden
ser f(x)=x, f(x)=x2; f(x)=x3, f(x)=In(x) (se a, b son
maiores que 1, no caso que a, b fosen menores que 1,
ou un maior e outro menor que 1, estariamos no caso
2), f(x)=e*,(a, b positivos, se son negativos, caso 2) e,
como caso xeral sempre que £/ sexa crecente e f tome
valores positivos, pois enton de f(B)+f(A)>f(A), dedu-
ciremos que AAB>A, (idem para B), ou ben que f/
sexa decrecente ¢ f tome valores negativos, pois enton
de f(B)+{(A)<f(A), deduciremos que AAB>A, (idem
para B),...

2- AAB<A; AAB<B. Como na suma
AAB=AB/(A+B), xa que ab/(a+b)<a e menor que b,
un caso de magnitudes derivadas, e en proporcionali-
dade inversa. Esa suma ¢ non arquimediana. Aplicase
a resistencias colocadas en paralelo.

Suma do tipo AAB= f-1(f(A)+f(B)), A e B son
magnitudes derivadas doutras fundamentais mediante
a funcion f. Exemplo, tempo en exercicios de esforzos
compartidos; outros exemplos poden ser f(x)=x1,
f(x)=x2; f(x)=x3, f(x)= exp(-x), f(x)=exp(1/x2), ou
tamén se /1 ¢ decrecente e f'toma valores positivos,
pois enton de f(B)+f(A)>f(A), deduciremos que
AAB<A, (idem para B), ou.....

3-A<AAB<B. Este caso non se pode dar para
funcions f estrictamente crecentes ou decrecentes e
continuas, posto que implicaria que (se f ¢ crecente)
f(A)<f(A)+(B)<f(B), de onde deducimos que f(A)<0

e f(B)>0. Se A ¢ B son puntos proximos e /¢ continua,
isto non seria posible.

Esta analise contrasta coa de “La estructura de
los conceptos cientificos” de Mosterin. Nel divide as
magnitudes so en intensivas e extensivas (aditivas), se
ben fala de metrizacion fundamental e derivada. Pero o
mellor exemplo de confusion entre formalismo e reali-
dade dase 6 falar da resistencia eléctrica. Que é unha
magnitude aditiva cando colocamos resistencias en
serie e “non seria aditiva se as colocasemos en parale-
lo. As resistencias en serie adicidnanse, en paralelo
non”. Como diria Francis Bacon, os libros deben
seguir as ciencias e non as ciencias aos libros.

Problemas harménicos

A media harmoénica é presentada en Rittaud
(2002) desta maneira ;/Cal ¢ a relacion entre unhas
colas de atencion a clientes, un circuito eléctrico e os
acordes musicais? Resposta: son tres tipos de proble-
mas que se solucionan pola media harmonica.

Pero ¢é en Viagem de Ida e Volta, un precioso
libro de Paulo Abrantes, onde se suxire que esta media
esta no trasfondo da solucion de problemas de viaxes
de automobiles, acordes, enchido de tanques, e outros
moitos problemas — seis dos cales proceden dun artigo
de Usiskin en Mathematical Teacher. E mais, este libro
poderiamolo completar se incluisemos problemas nos
que a solucion se calculase non con a media harmoni-
ca sen6n coa suma harmoénica: “se un obreiro fai unha
obra en 10 horas e outro en § horas, ;en canto tempo a
realizan traballando conxuntamente?”

Paulo describenos no seu libro como esta media
harmonica estd no centro da resolucion de numerosos
problemas, pero ademais contanos como a primeira
idea ou solucion dos alumnos é que a solucion se cal-
cula como unha media.

Paulo, pois, afirma claramente que hai que lles
ensinar aos alumnos que toda esta coleccion de proble-
mas ten unha estructura comin que a percibe como
unha regra ou unha técnica que debe ser explicada des-
pois de presentar os distintos problemas. Quizais en
sesions do tipo “o problema da semana”.

Neste punto difiro de Paulo. Suxiro presentar
sen ambaxes, directamente, a nocion de suma harmo-
nica, ¢ polo tanto de media harmonica, para a conti-
nuacion resolver como exemplos todos os problemas
nos que este tipo de suma ou media son utiles. Porque



se trata, como na alxebra de resolucion de ecuacions de
primeiro grao, de mecanizar unha serie de procede-
mentos polos que chegamos 4 solucion “supdn que a
solucion ¢ x, chamalle x” e despois empregar un pro-
cedemento de calculo de solucions de ecuacions. Neste
caso 0s pasos serian estes:

Analiza as magnitudes que interveiien: ;Cales
son as magnitudes fundamentais? ;Hai magnitudes
derivadas? A magnitude derivada, ;¢ inversamente
proporcional a unha fundamental? ;Hai que sumar ou
promediar magnitudes derivadas? Se a resposta a todas
estas preguntas ¢ que si, resolve o problema coa suma
ou a media harmoénica.

Desde logo, responde mellor 4 idea intuitiva dos
alumnos de que o problema é un problema de suma ou
media. E bastaria con explicar detalladamente a orixe
desta suma nun -o primeiro- dos exemplos.

Pero ¢ que ademais todo o dito suxire que ¢ apli-
cable, con certos matices de detalle que haberia que
sinalar e coidar, en cada caso, 4s magnitudes derivadas
segundo unha lei ou funcion calquera. Despois de ler
estas liflas supofio que non sera dificil responder a esta
pregunta: se mesturo unha cantidade igual de duas
solucions de pH 7 e 3, ;cal € o pH da solucion mestu-
rada? Para responder inmediatamente, a media de pH,
que non ¢ cinco senén

107 +107
pHm =-log| ——

2 .Ouquea
mestura de 4 litros de pH 7 e 2 de pH 3 dan unha solu-
cion de

4*107 +2*107
pHm =—log

6

Xa que pH=-log([H™]), obtense o resultado des-
pexando as concentracions, sumando e dividindo polo
numero de litros total, pois ¢ unha concentracion, pero
aqui proponse “ver” o resultado de forma inmediata.

Outro exemplo; sabendo que M=0,67*log E-7,9,
M ¢ a magnitude na escala de Richter e E ¢ a enerxia
liberada, se ocorren dous terremotos simultaneos na
mesma zona, de magnitudes 5 e 4, ;cal ¢ a magnitude
do terremoto percibido como conxunto?. Resposta
inmediata,

4+7,9 5+7,9

MR =0,67log| 10 > +10 %%

-7,9=5,0092136

Ou a medida en decibelios da suma de dous sons
de valores 60 e 60 db

60 60

DB =10log| 10" +10% |=63

-Un resultado de tridngulos poderiase enunciar
asi: a altura dun tridngulo sobre un dos seus lados ¢
igual 4 medida dese lado pola suma harmonica das tan-
xentes dos angulos do tridngulo formados por ese lado.

-Nunha alxebra de Boole, calquera das opera-
cions pode ser definida en funcion da outra e o com-
plementario (a funciéon f e a sta inversa aqui); asi,
a*b=(a’+b’)’, polas leis de Morgan. En conxunto, estes
exemplos proban que as aritméticas derivadas si que
estan na secundaria.

Propiedades da media aritmética

“A media esta entre 0 minimo e o maximo dos
valores” que as veces se confunde polos alumnos na
propiedade de que a media estd no medio dos valores;
o cal é certo se son 2 valores para os que se calcula a
media ou se ¢ unha distribucion simétrica.

En Batanero (2002) tratase un dos aspectos
sobre os cales poderia derivarse todo o artigo: de Como
os alumnos entenden as medias, € este ¢ un dos temas
que trata, entre outros aspectos clarificadores do con-
cepto de media. Vense 5 tipos de problemas dos que a
resolucion desvela se comprendemos ou non a media
aritmética en toda a stia amplitude.

Ideas e preguntas que non trata ese artigo e que
poderian ser interesantes son:

1- {Que ¢ o que fai a media aritmética tan intui-
tiva e natural para a meirande parte dos alumnos?

2.-A media ¢ unha funcion homoxénea e simé-
trica dos valores. Que ademais ¢é invariante 4 simetria
ou xiros de centro a media, as translacions no sentido
de que a media dos puntos trasladados ¢ a media tras-
ladada, e as homotecias (no mesmo sentido que as
propiedades
(poderian usarse para unha mellor aprendizaxe das

translacions).  Estas xeométricas,
propiedades da media polos alumnos, mediante visua-
lizacions? ¢E importante a propiedade da media sina-
lada en Suma de distancias ao cadrado de Rovira
(2002), dado o seu compofiente xeométrico?



Entender ou ofuscar

Contaba Enrique Vidal, nas Xornadas de Debate
de AGAPEMA en Santiago no 2002, que un de nosos
compafieiros de estudios na Facultade definia facer
matematicas como facer algo que non se entende. Ou
sexa, que se fan matematicas cando o que se fai non se
entende. Ou que un non fai matematicas se o que fai se
entende. Que ten tres interpretacions, a benévola, que
seria que posto que estamos na fronteira dos nosos
coflecementos, estamos resolvendo auténticos proble-
mas, pero para o que estamos facendo non logramos
—de momento— xustificacion, polo que o estamos
facendo a modo de exploracion, sen unha forte xustifi-
cacion. A interpretacion literal: fanse matematicas
cando formamos parte dun grupo de persoas que esta a
facer cousas novas pero ningunha delas sabe ou enten-
de o que esta facendo nin se ten perspectiva de para
qué serve. E unha interpretacion malévola: tratase de
ofuscar o que se escribe para que non haxa ninguén con
capacidade de recofiecer as trivialidades “cocotoloxi-
cas” que contén (ver Pasatempos, neste mesmo niime-
1o).

Contra esta interpretacion levantariase ata o
mesmisimo Pitagoras, o definidor de “matematicas”:
para el, matematicas era o que se aprende, polo tanto o
que se entende; ou sexa, o conxunto de ferramentas
loxico-deductivas que nos axudan ou permiten enten-
der o mundo.

Para un grego todo aquilo que non servise para
entender mellor o mundo non serian matematicas.
Todo aquilo que non aportase luz e claridade, entende-
mento, a unha situacion fisica ou matematica non seria
mais que unha perda de tempo, desde logo non digna
de aprenderse e, polo tanto, de ser matematicas. Un
ultimo argumento a favor da necesidade de claridade e
entendemento das matematicas, o da a lei da inutilida-
de das probas complexas de Vladik Kreinovich e Luc
Longpré: demostraron (Delhaye 2002) que se un resul-
tado € potencialmente util, non é posible que tefia unha
proba complexa.

E por isto que neste artigo se trata de facer y

matematicas do madis alto nivel, das que se entenden e
case calquera pode entender perfectamente. Admitindo
que haxa persoas que tefian a opinion contraria.

Todos sabemos unha serie de resultados sobre
distintas clases de medias: aritmética, xeométrica,

harmonica, cuadratica, de raiz enésima. Sabemos que
existe unha relacion de orde entre elas, e podemos
demostrar alguns resultados mais sobre elas.

Pero o que se pretende demostrar ou mostrar
neste artigo € a contestacion a estas preguntas: ;De
onde vefien e que significan esas medias? ;Por que son
medias, por que funcionan tan ben como medias?.
(Que outro tipo de medias podemos presentar, polo
tanto? ;Axudannos a entender a aritmética de 2+2=5, a
suma de velocidades relativistica?

(Axtdannos a entender?

Empezaremos pola ultima pregunta.

Entendamos a media cuadratica m, =

, € para isto esbozamos a situacion seguinte:

Temos dous cadrados 4; e A, de lados /; e /5, e
preguntamonos pola existencia dun cadrado media dos
dous propostos inicialmente (poderian ser n en vez de
2, pero iso non mellora o razoamento e complica a
notacion).

E agora ¢ cando tomamos a decision fundamen-
tal: jcomo facemos o cadrado media, tomando un
cadrado de lado a media dos lados ou tomando un
cadrado que tivese de area a media das areas dos cadra-
dos? Se tomamos a primeira opcion o cadrado media

o _BAL21l (L)
" 4 4

ten de area

que si, evidentemente, ¢ unha area media aos dous
cadrados orixinais, pero se tomamos a segunda opcion
ainda € mais natural -s6anos mais e ¢ a media aritmé-
tica da sua medida natural, das stias areas- a media que
usamos- neste caso 4= A+ 4,
a area media ¢ a media aritmética das areas que inter-
vefien.

A continuacién preguntarémonos canto vale o
lado dese cadrado de area media “natural”.

E faremos o seguinte razoamento elemental:

A, A4, _ A+A+.+4, (A4+4,+.+4)/n_ 4

—m

P+L+..+)n P

2R Pl 4+l
P+ +..+0

n

de onde ! =

o cadrado de area natural media ten de lado a
media cuadritica dos lados dos cadrados. E unha



media porque se refire & propiedade caracteristica fun-
damental dun cadrado, o seu lado, e tomamos a media
aritmética da sia medida fundamental, das suas areas.

Se repetimos o razoamento para n cubos, chega-
riamos a conclusion de que o cubo medio ten de lado a
media cubica dos lados dos cubos.

- 3/113 +L 4.+
n

de hipercubos en R# o hipercubo medio tera de lado

4, 4 4
[ ZQ/M ,etc, etc...
n

Para unha serie

O mesmo resultado poderiamos chegar se a
media ¢ a xeométrica ou a harmoénica, pero imola pen-
sar de modo xeral:

Sexa un fendmeno natural, ou un obxecto
matematico con diias medidas sobre dous aspectos
relevantes do obxecto ou ente que se quere estudiar.
Unha medida mais relevante M e unha medida menos
relevante m relacionadas da forma M=kf(m) onde f ¢
unha funcién con inversa /. Tamén podemos presen-
talo asi: un obxecto cunha medida accesible, medible,
m e cunha propiedade derivada, M=kf(m), da que s
podemos ter medidas indirectas. Queremos definir a
media de m a través da de M.

Se temos n obxectos ou entes con medidas
MM, .. Mn' De aqui

M M, M

fom)  fm)
M +M,+..+M, _
fm)+ f(m)+...+ f(m,)

M +M,+..+M,)/n M,
(f(m)+ f(m)+..+ f(m))/n f(m) de onde
F(m)y=(f(m)+ f(m)+..+ f(m,))/n
m= 7 ((f(m)+ f(my)+...t f(m))/n) ;

n

fm)

ou sexa, que ¢ a medida segunda do obxecto medio, do
que vén definido pola media aritmética dos n valores
da sua medida principal, M. Nos exemplos anteriores
f(x)=x2; f(x)=x3,...

Elaboremos un exemplo algo mais complicado:
supofiamos esferas de igual radio compostas por varias

substancias de densidade d; menor que 1 e que polo
tanto flotan na auga. Consideremos a area do circulo
que ¢ visible por encima da auga como medida princi-
pal M; do obxecto i € d; como medida secundaria. Asi
M=f(d;); poderiamos calcular a densidade d da esfera
que presentase unha area media por riba da auga e esta
calculariase pola formula da “media” correspondente ¢
problema.

Entendendo a definicion de suma de magni-
tudes derivadas

Pero tamén estaremos entendendo os isomorfis-
mos de R que se contaban no artigo 2+2=5.

Volvemos ¢ punto no que temos dous cadrados
A; e A, de lado /; e [, e buscamos unha suma distinta
para [; e [ isomorfa 4 suma normal de R.

Definimos a suma de /; e /, como o lado do
cadrado de area a suma das areas dos cadrados de lados
[; e [,. Asi, estamos definindo a operacion

LAl = 112 +122
Ou, noutros casos, AL = f'(f()+ f(L)),

E agora rescribiremos: Sexa un fenémeno natu-
ral, ou un obxecto matematico con dias medidas sobre
dous aspectos relevantes do obxecto ou ente que se
quere estudiar. Unha medida mais relevante M (posto
que queremos preservar a sta aritmética) e unha medi-
da menos relevante m relacionadas da forma M=kf{(m)
onde ¢ unha funcion con inversa /. Definimos a ope-
racion suma sobre a medida m a través da medida M
como mAmy = £ (f (m)+ f(m,)

Por exemplo, uAv=tanh(arctanh(u/c)+arctanh(v/c)).c=

(tanh( arctanh(u/c)) + tanh( arctanh(v/c))).c  u+v

1+ tanh(arctanh(u/c)).tanh(arctanh(v/c)) 14 &Y
2
c

na velocidade da luz sendo f(u)= arctanh(u/c) e trata-
mos de preservar ¢ como velocidade maxima, como
medida maxima de velocidades; f(u) é a medida da que
se preserva a aritmética, mais relevante da velocidade
u, mentres que o propio valor de u# ¢ menos relevante
(non se conserva a aritmética), contra a idea habitual.
Dito doutro modo, parece ser que a velocidade ¢ unha
medida derivada, que sO0 podemos calcular
arctanh(u/c) (en realidade, cando u é pequena as duas
medidas son practicamente as mesmas) e de ai definir
a suma de velocidades.



Pero seguimos coas medias
Teorema 1. A media

m= [ ((f(m)+ f(m)+...+ f(m,))/ n)

ten as propiedades seguintes:
A “suma” das “desviacions” de cada valor a
media é “nula”.

Dm=tm= T (fm )= (S m)+ f(my) +
ot f(m,))/n)=

S )+ f(my) ot f(m,)) = (f (my)) + f (my) +

et f(m,)) = 7(0)

A ¢ ¢ unha indicacion de que as operacions
suma, resta, etc, non son as habituais, senon as deriva-
das.

Ex. trivial. A media xeométrica m cumpre
m/m;..m/m,=1.

2) A media dos “productos” das “desviacions” a
media por si mesmas faise minima para a media e
igual & obtida tomando as “desviacions” a un valor cal-
quera X, menos o “producto” da desviacion de x &
media por si mesmo.

Como indicacion, a media fai minimo o valor de

N m =" m)* = TS () = (f (my)) + f(my) +
ST ) Y205 LT

Os puntos suspensivos aqui indican que en rea-
lidade seguiriamos a demostracion habitual, pero tendo
en conta que o facemos para unha definicion de suma
e multiplicacion derivada.

Ou sexa que, por exemplo, a media xeométrica

I=Zln2 n

m

fai minimo o valor de

(De onde sae 1? De transformar Z(ml ~m)’

tendo en conta que a suma convértese nun producto, a
resta nun cociente e a multiplicacion x.y en
xn(y)=y”"In(x) cando f(x)=In(x), que ¢ a funcion que
converte (ou relaciona) a media xeométrica en aritmé-
tica. Ademais, tomamos o logaritmo neperiano dese
producto para podelo derivar ( ou para pasar o resulta-
do de R’ en R). E dicir

| Y[ ) Y2

m:. m

1

Imolo demostrar, para un maior convencemento,
Derivamos respecto a m a expresion

£=22.ln o *L=221n 7 =0
dm m \Nm ) m m m,

E igualamos a cero para calcular o minimo.
De onde
m m
n[[—=0 = []—=!
mi mi

ou sexa, que a media xeométrica anula a deriva-
da de 1, e, ademais 0 substituila na derivada segunda de
I d& un niimero positivo polo que é un minimo.

Por ultimo, estes exemplos suxiren que unha
mellor comprension e familiaridade coas magnitudes
derivadas poden axudarnos a predicir resultados, a ter
un certo “metaconiecemento” que pode dar certa vanta-
xe na resolucion de certos tipos de problemas. Esta
vantaxe enunciareina como Metateorema: Escolle o
enunciado dalgun teorema apropiado para a aritmética
de +,x habitual (preferiblemente de funcions reais),
transformao nun enunciado dunha aritmética derivada
e (salvo cambios naturais) teras un novo teorema certo.

Unha explicacion currente calamo pode facerse
asi: Creamos un isomorfismo de R en R, con opera-
cions distintas; calquera enunciado no R ordinario,
mediante o isomorfismo transféormase nun “enuncia-
do” de R coas outras operacions. Se todos os pasos das
operacions de demostracion do primeiro enunciado
podemos substituilos por pasos equivalentes na demos-
tracion do segundo, logo ¢é posible demostrar o segun-
do.

Un camiflo que nos permitird chegar a novos
teoremas, seguramente triviais.

Invitamos 6 atento lector a descubrir algins
deles que sexan interesantes. Como exemplo para ani-
mar, ademais do xa citado da media xeométrica pre-
sento o seguinte, apropiado s6 para os afeccionados 6
Derive : 1/Inh

S (xh)
f(x)

(que seria a transformacion da definicion de derivada

Definamos o lim,

pola funcién In(x)). A simple vista xa se pode ver que
esta cumpre que D’(f.g)=D’f.D’g, como era previsible,
pero ademais, utilizando Derive podemos comprobar
que D’f’=e(Df)[In(x)], sempre que saibamos transfor-



mar fen [, claro. Por exemplo, f(x)=x"n transféormase
en f’(x)=e"(In(x))"n.

En xeral, estas derivadas “derivadas” definense
D’g(x)=lim (g(x+’h)-‘g(x))/’h cando 4 tende a f1(0) e
tefien regras como D’g’= f1(D(g))[f(x)] e que
D’(pAq)=D’pAD’q.

(Que significa sen(x) na aritmética derivada, e
como se traduce sen(x) a unha funcion equivalente na
aritmética derivada? ;Que pasa coas ecuacions dife-
renciais, series de Taylor, integrais, toda a analise
“derivada”, co seu significado fisico? ;Como mellora a
comprension do concepto de derivada? ;Que significa
D ’f=0? ;Hai algiin problema mais facilmente resoluble
nunha aritmética derivada? Miles de preguntas xorden
dun s6 exemplo.

No fondo, un complicado xogo de transforma-
cions de variable, pero que recobra o seu valor 6 pen-
sar no que nos costa adaptarnos 6 cambio 6 euro.
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