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Aprendemos, ver dadeiramente, so dos nosos erros. Karl Popper.

1.-Resolvendo pasatempos | 6xicos.

Un problema que aparentemente non ten que ver cos erros € o da resolucion de
pasatempos | 6xicos. Un tipo de pasatempo |6xico habitual en certos periddicoséo deresolver un
problema do que se sabe que ten solucion Unica en forma de rel acions entre obxectos, persoas,
conceptos ou propiedades asociadas clasificadas en clases. Como exemplo, temos un problema
con catro tiposde clasesP, Q, R, e T een cada clase tres elementos. Cada elemento dunhaclase
ten relacion cun anico elemento doutra clase. A solucion € o establecemento dunha serie de
relacions do tipo:

P1~Q~R.~T3
P~Q3~R3~T1
Ps~Q1~Ro~T>

Danse, para atopa-la solucion, afirmacions sobre relacions certas, v.g., Pi~Q2, Qs~Ty,
etc, einformacion sobre relacionsfalsas, v.g., Q2 _To, T2 P», €tc.

O problema que me propuxen foi 0 de atopar un algoritmo que resolvese estes tipos de
problemas e que se puidese automatizar, implementar nun ordenador.

A solucién que atopei foi a seguinte:

Cadarelacion, como P~Q; (P estarelacionado con Q;), pode ser verdadeiraou falsa, e
pode ser codificada nunha matriz M[1,2,i,j] con valores booleanos. Hai unha matriz booleana
M[a,b,i,j] que cofiecida resolve o problema, onde a e b representan os nimeros das clases, ei,
indice dentro daclase a, ej, indice dentro da clase b. Asi, Qs~T; codificase M[2,4,3,1]:=true, e
Q._T, codificase M[2,4,2,2] .=false.

Matriz de cofiecementos do problema.

Esta matriz de cofiecementos do problema asi descrito € un paso fundamental na
resolucion e nela gardanse non so as afirmacions positivas, as verdadeiras, senén tamén as
negativas, as falsas. E simétrica, xa que as relacions tamén o son. E non tefien importancia os
valores M[a,a,i,j], cando as clases sexan as mesmas.

O primeiro que salta a vista € que o nimero de afirmacions verdadeiras que contén é
moito menor ca de falsas. No exemplo, serian 4* 3* 3=36 verdadeiras e 4* 3* 3* 3=108 falsas. A
matriz, claramente, ten informacion redundante pois abondaria con cofiece-las afirmacions
verdadeiras, ou parte delas, para cofiece-1o resto da matriz. Mesmo os problemas son unha
mostra de que cofiecendo unha parte reducida da matriz pode resolverse toda ela.

Pasos na resolucion dos pasatempos.

Por cada afirmacion P~Q; non sb6 deducimos que M[1,2,ij]:=true, sendn que
M[1,k,i,l]:=false paracalquerak el, excepto cando k=2 el=j. Ademais, M[k,2,| j]:=fal se excepto
cando k=1 el=i. Asi € que as afirmacions verdadeiras son as méis productivas, xa que delas se
deducen un nimero elevado de valores da matriz.



Ademais Usanse as propiedades transitivas das relaciéns no recheo da matriz:
De P~Q e Q~T dedlcese P~T
DeP~-Q eQ T dedlceseP_ T

Ademais de, por suposto, a propiedade simétrica: De P~Q dedicese Q~P.

Pero con estas regras hon abonda, e compre utiliza-la regra de exclusion seguinte:

Se P e Q son clases calquera sempre que P,_Q, paratodolos valores del distintosdej, enton
P~Q.

E dicir, cando dun elemento pode afirmarse que non ten rel acién con tédol os el ementos
dunha determinada clase excepto con un, € que ten relacion con ese elemento.

En principio estaregra puideraparecer pouco productivaposto que de varias afirmacions
fal sas se deduce unha soaverdadeira. Sen embargo o sorprendente do asunto, que polo demaisé
0 centro desta comunicacion, é que no proceso deductivo da soluci én automati ca de pasatempos
| 6xi cos dedUicense case tantos val ores damatriz por estaregracomo polas outras empregadas. A
razén é que sendo moi productivas en principio as afirmacions verdadeiras, delas dedicense
moitas negativas, segundo se vai desenvolvendo o proceso moitas das afirmacions negativas
deducidas xa son cofiecidas, non son novas. E, por outra banda, abundan as afirmacions
negativas, polo que é facil que se poida aplica-laregra citada.

EXEMPLO

Problema: 3 conductores pasan levando coches e mercancias distintas. Hai que deducir calesa
partir das seguintes HIPOTESES:

FERMIN leva FROITA pero non conduce un CITROEN

GASPAR leva PEIXE pero non conduce un PEUGEOT

EUSEBIO leva OV OS pero non conduce un RENAULT

O que leva OV OS non conduce un PEUGEOT

Os pasos que da o programa de ordenador son:

Porque é certo FERMIN FROITA é certo-> GASPAR RENAULT

éfaso FERMIN PEIXE é certo-> PEIXE RENAULT

éfaso FERMIN OVOS

éfaso GASPAR FROITA SOLUCION:

éfaso EUSEBIO FROITA FERMIN-FROITA-PEUGEOT

Porque é certo GASPAR PEIXE GASPAR-PEIXE-RENAULT

éfaso GASPAR OVOS EUSEBIO-OVOS-CITROEN

éfalso EUSEBIO PEIXE Quedan marcadas con -> aquelas relacions certas
Porque 6 cato EUSEBIO OVOS e o
P,0rque efaso OVOS PEUGEOT relacion certa 6 principio dedicense 4 falsas, pero 6
éfalso EUSEBIO PEUGEOT final (OVOS CITROEN) s6 se deduce 1 falsa nova.

é certo-> FERMIN PEUGEOT

€ certo-> EUSEBIO CITROEN

é certo-> FROITA PEUGEOT

é certo-> OVOS CITROEN

Porque é certo FERMIN PEUGEOT
éfalso FERMIN RENAULT
Porque é certo EUSEBIO CITROEN
éfalso GASPAR CITROEN

Porque é certo FROITA PEUGEOT
efalso FROITA RENAULT

Porque é certo OVOS CITROEN
éfalso PEIXE CITROEN



2-A |6xica con contexto.

Un experimento moi cofiecido en psicoloxia é o seguinte:

Temos catro cartas riba dunha mesa que tefien unhaletra por un lado e un nimero pola
outracara. Presentan osvaloresseguintesA, B, 4, 7. A preguntaé: ¢que cartas debemos|evantar
para comproba-la certeza da afirmacién "detras de cada vocal sempre hai un nimero par"?.
Presentado deste xeito as respostas correctas son sempre moito menores que de presentarense
destoutro:

Temos catro cartas riba dunhamesa que tefien o nome dunhacidade escritapor unlado e
un medio de transporte escrito na outra cara. Se ten por unha cara"Lugo" e polaoutra™coche”,
significaque vou a"Lugo en coche". Naposicion en que estan pode lerse: Lugo, Ourense, Tren,
Coche. A pregunta é ¢que cartas debemos levantar para comproba-la certeza da afirmacion:
"Sempre que vou aLugo vou en tren"?. Neste contexto a resposta é mais doada: Lugo e Coche,
non fose que cando viaxei en Coche foraa Lugo.

Parece que se utilizan mellor asregras da |6xica(como estade (P=Q)=(-Q=-P)) en
contextos significativos que en contextos mais abstractos ou sen vivencias deles.

Do mesmo xeito, na aprendizaxe dunha serie de conceptos e relacions entre estes
conceptos como se produce na escola e nos institutos, posiblemente non tédalas relacions a
aprender tefian a mesma vivencia e intensidade na mente do alumno, sexa por non referirse a
contextos significativos, como por contradicir preconceptos erréneos, ou simplemente por ter
pasado menos veces por eles.

3-A matriz de coflecementos na aprendizaxe do alumno.

¢Pbdense tirar consecuencias validas dos apartados anteriores nun contexto educativo?.

En primeiro lugar, como di Driver, atopar sentido supdn establecer relacions. os
cofiecementos que poden conservarse permanentemente na memoria non son feitos aillados,
sendn agueles moi estructurados e gue se relacionan de mdltiples formas.

Un alumno ou alumna enfrontase & aprendizaxe de relacions que ten que memorizar,
relacions coma as que xa vimos:

P1~Q~R.~T3
P~Q3~Rs~Ty
P:~Q1~R>~T>

No ensino adoitan presentarse en forma de relacions positivas, verdadeiras, e non as
negativas, que son moitas mais e del as dedlicese pouco. Sen embargo, cando arede derelacions
€ complexa, € nela 0 alumno non ten seguridade e non sabe tédalas relacions verdadeiras,
sabemos xa que un certo nimero etipo de relacions falsas deducen unhaverdadeirae que esta é
a Unica forma de deduccion.

Quizais isto non quede claro se non pofiemos un exemplo: Un alumno ten que estudiar
comporientes do citoplasma (9) e astia estructurae funcién. Limitémonos a3 compofientes. No
momento do exame lembra que os ribosomas son granulos constituidos por ARN e proteinas
pero non forman ATP. Tamén que os lisosomas son vesiculas constituidas por unhamembrana
pero non fabrican proteinas. E que as mitocondrias estan delimitadas por diias membranas pero
non dixiren os alimentos da célula. Ademais, que o compofiente que esta delimitado por dlas
membranas non fabrica proteinas. Ben, xaten o mesmo problema de antes para resolver.

| sto volve a pofier sobre estudio o papel dos preconceptos erréneos ou dos mesmos erros
na aprendizaxe deductiva dos alumnos.

Na aprendizaxe dun tema ou unidade didactica hai cofiecementos explicitos, pero hai
outros que son técitos, ou simplemente anitiintuitivos, ou ben "axiomas' que o profesor presenta



6 alumno. Estes cofiecementos deben organi zarse namente do alumno do que se espera deduza
tédalas relacions da matriz de cofiecementos do tema. Nunha situacion deste tipo, na que
ademais, polasrazons anteditas as distintas rel aci ons non tefien amesmavivencia, conviccion ou
intensidade, precisase traball a-10s erros e contraexempl os, todas aquel as afirmaci 0ns negativas
gue aseguren e cimenten 0 seu entretecemento de esquemas propios de cofiecemento do tema.
Parafraseando a Popper "tddolos experimentos poden interpretarse como intentos de extirpar
teorias fal sas, de encontra-los puntos débiles dunhateoria para rexeitala se quedarefutada polo
experimento. A nosafinalidade, dise, € establece-laverdade dunhateoria, non elimina-lasteorias
falsas. Pero precisamente porque a nosa finalidade é establece-la verdade das teorias debemos
experimental as 0 mais severamente que poidamos'. TradUzase experimentos por exercicios e
teoriapor esgquema conceptual dosalumnos e conveértese en " Tddol os exercicios deberian facerse
como intentos de extirpar erros, de atopa-los puntos débiles dos esgquemas conceptuais dos
alumnos. Dise gue anosafinalidade é establ ecer esquemas conceptuai s verdadeiros nos alumnos,
non elimina-los erros del es que xa o farén por simple deducci6n, pero aaprendizaxe dos alumnos
vai ser significativa e funcional cando recofiezan e interioricen non sO a veracidade das
afirmacions positivas sendn das multiples afirmaci 6ns negativas que estén asociadas’

E neste sentido que fallan os métodos conductistas de aprendizaxe por repeticion que
buscan mediante esta repeticion mecénica establ ecer asociaci dns entre conceptos, asociacions
xeralmente positivas, esquecendo o aspecto constructivo da aprendizaxe namente do alumno e
gue as relacions entre conceptos as veces se establecen a partir de explicita-las multiples
relacions negativas que as caracterizan. Ademais de que a aprendizaxe debe se-lo
suficientemente redundante.

Posiblemente o traballo por vir en didactica sexa o establecemento para cada tema ou
unidade didéactica da matriz minima de cofiecementos necesaria, precisando cales dasrelacions
entre entes do tema (positivas ou negativas) hai que reforzar para que o entretecido sexa
consistente na mente do alumno. Destacando a deteccidn de preconceptos erréneos (relacions
falsas que o alumno considera como verdadeiras, polo que no ensino deben presentarse como
tales, falsas, e non deixalas de lado). Tameén busca-la debilidade de conviccion de certas
relacions, busca-los puntos débiles nos alumnos do esquemaconceptua que se pretende ensinar,
de xeito que sexan estes e non outros os exercicios que se lle presenten.

A matriz de cofiecementos no caso da aprendizaxe ten un valor novo, non so verdadeiro
ou falso, senén de intensidade de crenza nesa relacion. E claro que, como di Popper, esa
intensidade se acentlia cando a aprendizaxe se produce por un erro que se recofiece como tal,
como relacién ou proposicion falsa. O traballa-los erros, xa que logo, ten o valor engadido de
intensidade de aprendizaxe cando se produce un cambio conceptual, un reequilibrio dos
esguemas do alumno.

E isto non vén maéis que a reforza-lo paradigma constructivista de ensino: como di
Ausubel, a aprendizaxe significativa € un proceso polo que se relaciona novainformacion con
algun aspecto xa existente na estructura cognitiva do individuo e que sexa relevante para o
material que se intenta aprender.

Traducido isto & matriz de cofiecementos € dicir que unha aprendizaxe encaixa mellor
cando o nimero de relacidns novas que se engaden, que hai que aprender, é pequeno porque
unha parte considerable da matriz a desenvolver xa esta asentada na estructura cognitiva do
alumno. Por dicilo cunha imaxe grafica o alumno postie centos de relacions nas que € posible
solda-las novas relacions. Xa que logo, o factor individual mais importante que inflle na
aprendizaxe é o que xa sabe 0 aumno (Ausubel).

Ensinanza diagnostica en matematicas.
Coincide tamén o descrito en fundamenta-la ensinanza diagndstica na que se trata de



escoller unhatarefarealista gue incorpore os conceptos erroneos cofiecidos. Presentar preguntas
ideadas para sacar a luz os conceptos erréneos e provocar asi un conflicto cognitivo que
desemboque nunhadiscusion dirixidaaresolve-lo conflicto. A leccion diagnosticatipicautiliza
problemas criticos paradescubrir concepcions erréneas e asi provocar discusions conducentesa
stlaresolucién. A continuaci on seguen problemas similares para consolida-laconcienciaacabada
de adquirir.

E claro que estas concepcions sd poden cambiarse de sacarense & concienciae entrar en
conflicto coas nociéns correctas. Esta € a esencia do ensino baseado no conflicto cognitivo.

De novo, este método de ensino das mateméti cas proposto por Alan Bell e con raicesen
Piaget, coincide co dito anteriormente:

O alumno compl eta a siamatriz de cofiecementos, e paraiso utilizatodaastamatriz de
cofiecementos anterior. Se nela hai algunha relacion errénea, nesas deduccions os erros han
propagarse coma nun incendio.

Naestructura cognitivado alumno son importantes as rel acions verdadeiras, pero nunha

porcentaxe critica as relacions falsas non sempre se deducen pola ssmple presentacion das
anteriores. As relacions verdadeiras e fal sas forman un todo co que o alumno completa 6s seus
esguemas. E se algunhas desas relacions falsas non son recofiecidas como tales interfiren en
gran medida nos seus esquemas, polas deduccions que fai utilizandoas como verdadeiras,
completando asliaestructura, asiiamatriz de cofiecementos. Faiseimprescindible, como di Alan
Bell, identifica-los conceptos e concepci ons erréneas que tefien os estudi antes e desefia-1o ensino
deformaque utilice comprensions erréneas, provoque conflicto e estimule discusions, deforma
gue se conduza és estudiantes areorganiza-las siasideas, incorporando as stasinteriorizacions
corrixidas.
A idea subxacente fundamental é que onde hai serias concepcidns erréneas non se poden
eliminar simplemente ensinando aidea correcta. ¢Porqué?. Porgue se enfronta non simplemente
asliaideaoposta, sendn atddal as deduccions que daideaopostaxaten tirado o estudiante nasta
matriz de cofiecementos.

A tarefa que se propdn 6 profesor € diagnostica-los erros que mais intensamente estan
asentados na estructura conceptual dos alumnos e dos que deducen outros erros menores, e
traballal os levéndoos con deduccions sinxel as a contradiccions.

A aprendizaxe como investigacion.

En resumo, o panorama da aprendizaxe revélase como unhatarefaparao alumno naquea
pesar de presentarselle os feitos cofiecidos (se tamén tivese que descubril os seria aprendizaxe
por descubrimento) déixaselle que deduza as rel aci dns subxacentes. Esta é asituacion de moitas
das investigacions cientificas que simplemente deducen consecuencias de feitos cofiecidos, asi
gue os problemas que se presentan nelas, presentanse na aprendizaxe. Un deles, que provocaa
maioria dos erros na investigacion e na aprendizaxe, € o establecemento dos limites de validez
dunha relacion ou afirmacion. Proposicions que en certos contextos son validas, son erros
Noutros.

Como di Lakatos de Cauchy, "A sla revolucion descansaba sobre a innovacion
heuristica de gque o matemético non debera deterse na proba: debera proseguir e atopar que € 0
gue probara, enumerando as excepcions, ou, mais ben, enunciando un dominio seguro onde a
regraévaida'.

Na educacion, tameén, o profesor non debera pararse na proba ou presentacion de feitos:
debera proseguir presentando os contraexempl os, as relacions fal sas que determinen o dominio
de validez deses feitos.

Cun exemplo de mateméticas. 0 alumno estudiaque (3+4)* 5=3*5+4* 5, maistarde con variables
ou polinomios estudia que (a+b)* k=a* k+b* k, incluindo posi blemente esaregracomo propiedade
distributivados nimeros naturais, enteiros, racionais, reais e complexos. Podevolvelaestudiar se



lle explican as funcions lineais. Incluso a regra parece poder extrapolarse en (a*b)“=a*b*. E
cando esta regra estd perfectamente asentada como regra xeral 6 ter que aprender que
(a+b)?=a+b?+2ab, t6dol os profesores de mateméti cas témo-laexperienciade velaaplicadacomo
(a+b)?=a’+b* que é unha " xeralizacion” ou extrapolacion de (at+b)2=a2+b2. Convén polo tanto
ensinar non so a veracidade da regra (a+b)’=a’+b’+2ab, e a slia demostracion, senén tamén
insistir en contraexempl os que demostren afal sedade de (at+b)?=a’+b?, édicir, que o dominio de
veracidade da regra que aplican non inclUe as potencias.
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