dous mais dous son cinco.

¢Por qué, oh deuses, dias e duas han ser
catro?. Alexander Pope.

Se aun matematico lle din que ddas mais duas
son dez, ou once, inmediatamente dira& si, en base 4
ou 3. Pero non esta tan claro que saiba responder 6
feito de que dias méas dlas sexan cinco. E sen
embargo, poderia dicir, a pesar do uso comun da
frase con significado de absurdo, antinatural, ou de
falso, que s, € certo, e deinfindas maneiras. Disto
imos tratar nas liflas seguintes.

Como primeiraidea, e seguindo a Hermann von
Helmholtz no seu "Contar e medir", € moi pro-
blemética a aplicacion autométicadas leis aritméti-
cas 0s fenomenos fisicos. Vexamos algins exemplos:
en Quimica, se un toma dous volumes de hidréxeno e
un de osixeno obtéfiense dous volumes de vapor de
auga. Un cuarto dealcool e un cuarto deaugason 1,8
cuartos de mestura. Tres culleradas de augae unha
cullerada de sal non son catro culleradas. Unha pinga
de augaunidaaoutra pinga non dan lugar a duas pin-
gas. Como sinalaba H. Lebesgue, se pofiemosun ledn
e un coello nunhagaiolanon se pode esperar que mais
tarde haxa dous animais na gaiola[2].

¢Sobre que convenio  podemos  afirmar que
2+2=57. Sobre 0 que esteamos falando do conxun-
to de nUmerosreais, con estructurade corpo, pero non
naturalmente do candnico, sino dun isomorfo a ese no
que 0s "nomes’ estan cambiados. E dicir, supofiamos,
unha aplicacion bixectivaf: R----->R', sendo R' exac-
tamente 0 mesmo conxunto que R, pero no que imos
definir as dlas operacions que lle dan estructura de
corpo, a sumae amultiplicacion do modo seguinte:
xDy=f1(f(x)+f(y)) e x*y=F1(f(x).f(y)).

O primeiro que se pode demostrar é que, dado
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que R éun corpo, taménosera R' Por exemplo, a
propiedade distributiva da multiplicacion respecto a
suma deméstrase:

x* (yDz)=f-1(f(x).f(f-1(f(y)+f(2))))=f"1
(FC)-(FW+H @)= FLE).F(y)+(x).f(2))=F1(f(F
(F)-FYN)+ (F-1(F(x)£(2))))= x*yDx*z.

E o elemento neutro dasuma é f-1(0), xa que
xD f-1(0)=f-1(f(x)+f(f-1(0)))=f-1(f(x)+0)=f1(f(x))=x, o
mesmo que f -1 (1) é o elemento neutro da multipli-
cacion, pois x*f-1(1)= f-1(f(x).f(f-1(1)))=f-1(f(x).1)=f-1
(fFO))=x.

O elemento simétrico dun elemento X respecto
a4 suma é f1(-f(x)), pois xDf -1 (-f(x))=f-1 (f(x)+f(f
L 0N)=F1(F()-F(x))=f1(0),

Dado f(x), 0 seu simétrico respecto & multi-
plicacion é f -1(Uf(x)), posto que x*f-1(1/f(x))=f-1
(F()-F(ELLF0N)=FL(F(x). Vf(x)) =F-1(D).

As demais propiedades deméstranse de igual
forma, e poden facerse como exercicio, ou ler [1],
ondesedao teorema de definicion por isomorfiaque
di que : Se R é un sistema alxebraico (grupo, anel,
Corpo, espacio vectorial, etc) eM un conxunto, entre
0s que se estableceu unha bixeccion |, € posible
definir unhaestructuraaxebraicaen M de modo que
se obtefia un sistema alxebraico isomorfo aR. (E esta
definicion é aque xavimos).

Volvendo agora & situacion orixinal, aplicacions
bixectivas do conxunto R no corpo dos numeros
reais, as mais sinxelas que se nos pode ocorrer son
as f(x)=ax+b, das que sededucen as operacions

xDy=((ax+b)+(ay+b)-b)/a=x+y+b/a e
x*y=((ax+b).(ay+b)-b)/aascalesdotan a R de estruc-
tura de corpo e, si b/a=1, fan que 2D2=5. Estas apli-



cacions bixectivas asi  definidas permitirian definir
isomorfismos entre dous conxuntos se nun deles esta
definida algunha estructura. Por exemplo, sexa C=(-c
,C), sendo c avelocidade da luz, e R corpo dos nime-
ros reais, se definimos f(x)=arctanh(x/c), f:C--->R,
détase a C de estructura de grupo abeliano respecto a
suma se se define
ubDv=tanh(arctanh(u/c)+arctanh(v/c)).c=

(tanh(arctanh(u/c)) + tanh(arctanh(v/c))).c _ u+v
1+ tanh(arctanh(u/c)).tanh(arctanh(v/c)) - LUV
CZ

1

Outro exemplo é o dasuma de dlasresistencias
en paralelo R;D Ry, que vén dada por:
R.R, Que é unhalei xDy=f-1(f(x)+f(y)) naque
R,+R, f()=Lx.

¢Quepasase a funcién é potenciapar ou suma
de potencias pares?. Tomemos por exemplo

f(x)=x2 , F1(x)=v/x , [0, ¥)-->R entén xDy=
Jx?+y? eoelemento simétrico de x é f-1(-f(x)) =xi,
o cal evidentemente non nos serve para definir un
grupo aditivo nos nimeros reais positivos.

Definamos agora G-Grupo, un conxunto G no
gue estan definidas duas operacions internas (suma
e resta) para as que se cumpren as condicions
seguintes " abcl G:

1) (at+b)+c=a+(b+c)

2)at(b-c)=(at+b)-c (G-grupo dereita)

3)(a-b)+c=a-(b-c) (G-grupo centro)

4)(a-b)-c=a(b+c) (G-grupo esquerda)

5) existe un elemento neutro e tal que
ate=eta=a

6) e-e=¢,

7)Dado a, existe a tal que a-a=e=a-a

Prop. Un grupo € un G-grupo.

Abonda con definir a resta a-b=a+(-b), sendo (-
b) o simétrico de b: a proba é un exercicio.

Prop. Un G-grupo é un grupo, xa que a opera-
cién (+) é interna, asociativa, ten elemento neutro,
e todo elemento a ten simétrico que vén dado por a'=
e-a. Agora ata'=at(e-a)=(ate)-d=a-a=e e, a'ta=(e
d)+a=e-(a-a)=e-e=e. Postasasi as cosas, parece que a
definicion de G-grupo non engade nada novo, pero
supofiamos que: (definicion de G1-grupo) a propie-
dade 2) se cumpra sempre que b' e a 3) sempre que
aeble ead) sempreque ale entdbn estad claro

que non podemos demostrar que un G1-grupo € un
grupo, seguindo os pasos da demostracion anterior,
porque falla a demostracion de existencia de ele-
mento simétrico, pero ademais atGpase un contraexem-
plo:

Tomemos agora como G=[1,¥) e como suma
XDy=x+y-1+2 /(x-1)(y-1) , e como resta x-y=x+y-1-2
Jx-1)(y-1) . En primeiro lugar a suma é unha opera-
ciéninterna, poisx>=1, y>=1, e arestatamén, poisisto
dedlcese de que a media aritmética de x-1ey-1é
maior igual que a siia media xeométrica:

LD s feDoD

€ asociativa e conmutativa respecto & suma,
posto que esta definida segundo xDy=Ff-1(f(x)+f(y)),
sendo f(x)= Vx-1 |, f1(x)=x2+1. Ten dlemento neu-
tro, que é o 1, pero o elemento simétrico de x non
se pode calcular como f-1(-f(x)), que é x e xDx=4x-
3.

Por outro lado, a resta definiuse x-y=f-1(f(x)-
f(y)), o ca asegura que cumpre 2) (coa excepcion
comprobable de b=e, é dicir, b=1), 3) (neste caso
non se cumpre s b=e ou a=e), 4) (tampouco se
cumpre cando a=€), 6) constatase substituindo, e 7)
cumprese porque parax, X-x=1. Exemplifiqguemos en 2
0S pasos a seguir paraas demostracions  de 2),3),4).
Queremos probar at+(b-c)=(at+b)-c.,

a+(b-c)=f-1(f(a)+f(f-1(f(b)-f(c))))=f"1
(f@+(f(b)-f(c)))=

f-1((f(a)+f(b))-f(c))=F-1(f(f-1(f(a)+f(D))))-
f(c))=(at+b)-c.

Agora ben, se f(1)=0, como neste caso, e ta
que f é cuadrética, édicir converten f(f-1(-f(c)))) en
f(c) e non en -f(c), logo at(1-c)=atc e non (a+l)-
C, queéac. Estaéa Unica excepcion, que sepoderia
abreviar dicindo que 1-c=c enon -c, € a causa da
excepcion). Asi vimos un exemplo de G1-grupo que
non € un grupo:

O conxunto G anterior.

Se definimos G1-grupo dereita (respectivamen-
te esquerda, centro) como un conxunto no que estan
definidas dlas operacions (suma e resta) internas tales
que cumpren:

1) (at+b)+c=a+(b+c),

2) at+(b-c)=(at+b)-c (G1l-grupo dereita),(b! e,



atbl e),

ou ben (a-b)+c=a-(b-c) (G1l-grupo centro)
(abte),

ou ben (ab)-c=a(b+c) (Gl-grupo esquerda)
(ate able),

3) existe un elemento neutro e tal que
ate=eta=a,

4) e-e=¢,

5) Dado a, existe d (oporfiente) tal que a-a=e=a-

Consecuencias,,
1) e é o Unico elemento de G que cumpre X+x=X

supofiamos que existe atal que ata=aeque e a.
Entonces (at+a)-a=a-d=e,

at(a-a)=at+e=a, de onde a=e.

1-1) e é 0 Unico elemento que cumpre X-X=X.

2) O opofientede a é a.

3) Para todo elemento a, a=2a-4d; a=ate=at(a
d)=2a-d, tamén a=(at+ad)-a,

4) O opofiente de a é Unico.

4-1) c'=b' P c=h,

4-2) c'=e P c=e. e é 0 opofiente de e. Como é
anico,

5) e é tnico.

6-1) Simplificacién pola dereita (suposto G1-
grupo dereita):,

atc=b+c P a=b. Xa que (at+c)-c'=(b+c)-
c=at+(c-c)=b+(c-c) P ate=b+eP a=b (secle). Se
c=e, deate=b+e P a=b.

6-2) Simplificacion pola esquerda (suposto G1-
grupo centro):

c-a=c-b P a=h. Xa que c'-(c-a)=c-(c-b)=(c'-
c)+a=(c-c)+tb P eta=etb P a=b (sec!e).

6-3) Simplificacién pola dereita (suposto G1-
grupo centro):

ac=b-c P a=b. Xa que (ac)+c'=a(c-Cc)=a
e=a=(b-c)+c'=b-(c-c)=

b-e=bsealeeble

6-4) Simplificacién pola dereita (suposto G1-
grupo esquerda):

ac=b-c P a=b. Xaque (a-c)+c'=(b-c)+c'=a+(c'-
c)=b+(c-c) P ate=b+eP a=b(sic'€). Sec=e,dea
e=b-epP a=h.

6-5) Simplificacion pola esquerda (suposto G1-
grupo dereita):

c-a=c-b P a=b. Xa que c'-(c-a)=c-(c-b)=(c'-

c)+a=(c-c)+b b eta=etb P a=b (si c'e).

Etc...

7-1) A ecuacion x+a=b ten solucién (G1 grupo
dereita),

(x+a)-a=b-a=x+(a-a)=x+e=x=b-d,

7-2) A ecuacion x-a=b ten solucion (G1 grupo
centro),

(x-a)+a=b+a=x-(a-a)=x-e=x,

7-3) A ecuacion x-a=b ten solucion (G1 grupo
centro),

(x-a)-a =b-a =x-(a-a' )=x-e=x=b-a,

7-4) A ecuacion a-x=b ten solucion (G1 grupo
centro),

a-(ax)=a-b=(a-a)+x=etx=x, €tc.

8) O panorama de Gl-grupos esta cheo de
pequenas demostracions, sinxelas, pero delicadas.
Ademais abren unha morea de interrogantes. ¢Pode
estenderse un semigrupo a un conxunto no que
poida resolverse x+a=b, non s6 por simetrizacion,
sendn pasando a un G1-grupo?. ¢E factible estender
N cunha resta de modo que forme un G1 grupo?.
¢Existen G1-grupos que non procedan dunha lei
cuadrética ou funcion par?. ¢Existen G1-grupos derei-
ta e non centro, por exemplo?. Son preguntas para con-
testar noutro momento.
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