DOS MAS DOS SON CINCO.

¢Por qué, oh dioses, dos y dos han de ser cua-
tro? Alexander Pope.

Si a un matemaético le dicen que dos mas dos
son diez, o once, inmediatamente dird: si, en base 4 o
3. Pero no esta tan claro que sepa responder al hecho
de que dos maés dos sean cinco. Y sin embargo,
podria decir, a pesar del uso comun de la frase con
significado de absurdo, antinatural, o de falso, que
si, es certo, y de infinitas maneras. De esto vamos a tra-
tar en las lineas siguientes.

Como primera idea, y siguiendo a Hermann von
Helmholtz en su "Contar y medir", es muy problema-
tica la aplicacién automatica de las leyes aritméticas a
los fenémenos fisicos. Veamos algunos ejemplos: en
Quimica, si uno toma dos volimenes de hidrégeno y
uno de oxigeno se obtienen dos voliumenes de vapor
de agua. Un cuarto de alcohol y un cuarto de agua son
1,8 cuartos de mezcla. Tres cucharadas de agua y una
cucharada de sal no son cuatro cucharadas. Una gota
de agua unida a otra gota no dan lugar a dos gotas.
Como sefialaba H. Lebesgue, si ponemos un ledn y un
conejo en una jaula no se puede esperar que mas tarde
haya dos animales en esa jaula.[2].

¢Sobre que convenio podemos afirmar que
2+2=5? Sobre el que estemos hablando del conjunto de
nameros reales, con estructura de cuerpo, pero no natu-
ralmente del candnico, sino de uno isomorfo a ese en
el que los "nombres" estan cambiados. Es decir, supon-
gamos, una aplicacion biyectiva f: R----->R’, siendo
R' exactamente el mismo conjunto que R, pero en el
que vamos definir las dos operaciones que le dan
estructura de cuerpo, la sumay la multiplicacion, del
modo siguiente:

xAy=FA(E)+(y)) 'y xy=fE(f(x).f(y)).

Manuel Diaz Regueiro.

Lo primero que se puede demostrar es que, dado
que R es un cuerpo, también lo serd& R' Por ejemplo,
la propiedad distributiva de la multiplicacion respeto a
la suma se demuestra:

x*(yAz)=f-+(f(x).f(f2(f(y)+f(z))))=f+
(f().(Fy)+f(2)))= T F(y)+(x).f(2))=F L (F(F*
(FOQ).FYN)H(F2((x).f(2))))= x*yAx*z.

Y el elemento neutro de la suma es f21(0), ya
que XAFL(0)=FL(f(x)+f(fL(0)))=FL(f(x)+0)=
fL(f(x))=x, lo mismo que f 1 (1) es el elemento neu-
tro de la multiplicacion, pues x*f=(1)= fL(f(x).f(f-
H)))=F2(F(x).1)=F* (F(x))=x.

El elemento simétrico de un elemento x res-
pecto a la suma es f3(-f(x)), pues XAf 1 (-f(x))=Ff1
(FOQ+F(F 2 (-FO))=F(F(x)-(x))=F*(0),

Dado f(x), su simétrico respecto a la multipli-
cacion es f 1(1/f(x)) , puesto que x*f2(1/f(x))=Ff2
(Fx).F(FL (LA (X))))=F L (f(x).1/f(x)) =F1(2).

Las demas propiedades se demuestran de igual
forma, y pueden hacerse como ejercicio, o leer [1],
donde se da el teorema de definicion por isomorfia que
dice que: Si R es un sistema algebraico (grupo, ani-
llo, cuerpo, espacio vectorial, etc) y M un conjunto,
entre los que se establecid una biyeccién I, es posible
definir una estructura algebraica en M de modo que se
obtenga un sistema algebraico isomorfo a R. (Y esta
definicion es la que ya vimos).

\olviendo ahora a la situacidn original, aplica-
ciones biyectivas del conjunto R en el cuerpo de los
nameros reales, las mas sencillas que se nos puede
ocurrir son las f(x)=ax+b, de las que se deducen las
operaciones

XAy=((ax+b)+(ay+b)-b)/a=x+y+b/a y



x*y=((ax+b).(ay+b)-b)/a las cuales dotan a R de
estructura de cuerpo vy, si b/a=1, hacen que 2A2=5.
Estas aplicaciones biyectivas asi definidas permitirian
definir isomorfismos entre dos conjuntos si en uno de
ellos esta definida alguna estructura. Por ejemplo, sea
C=(-c ,c), siendo c la velocidad de la luz, y R cuerpo
de los nimeros reales, si definimos f(x)=arctanh(x/c),
f.C--->R, se dota a C de estructura de grupo abeliano
respecto a la suma si se define
uAv=tanh(arctanh(u/c)+arctanh(v/c)).c=

(tanh(arctanh(u/c)) + tanh(arctanh(v/c))).c ~ u+v
1+ tanh(arctanh(u/c)).tanh(arctanh(v/c)) + uv
C2

1

Otro ejemplo es el de la suma de dos resistencias
en paralelo R;A R,, que viene dada por:
R, R,
que es una ley xAy=f1(f(x)+f(y)) en la que
f(x)=1/x.

¢Que pasasi la funcién es potencia par o suma
de potencias pares?. Tomemos por ejemplo

f(x)=xz , f2(x)=yJx , F[0, =)-->R entonces
xAy:\/my el elemento simétrico de x es f1(-f(x))
=xi, lo cual evidentemente no nos sirve para definir un
grupo aditivo en los nimeros reales positivos.

Definamos ahora G-Grupo, un conjunto G en el
que estan definidas dos operaciones internas (sumay
resta) para las que se cumplen las condiciones siguien-
tes Vabce G:

1) (at+b)+c=a+(b+c)

2)a+(b-c)=(a+b)-c (G-grupo derecha)

3)(a-b)+c=a-(b-c) (G-grupo centro)

4)(a-b)-c=a-(b+c) (G-grupo izquierda)

5) existe un elemento neutro e tal que
ate=e+a=a

6) e-e=e,

7)Dado a, existe a' tal que a-a'=e=a'-a

Prop. Un grupo es un G-grupo.

Es suficiente con definir la resta a-b=a+(-b),
siendo (-b) el simétrico de b: la prueba es un ejercicio.

Prop. Un G-grupo es un grupo, ya que la opera-
cién (+) es interna, asociativa, tiene elemento neu-
tro, y todo elemento a tiene simétrico que viene dado
por a"= e-a. Ahora a+a"=a+(e-a')=(a+e)-a'=a-a'=e e,
a"+a=(e-a")+a=e-(a'-a)=e-e=e. Puestas asi las cosas,

parece que la definicion de G-grupo no afiade nada
nuevo, pero supongamos que: (definicién de G1-
grupo) la propiedad 2) se cumpla siempre que b=e; la
3) siempre que a#eb#e y la 4) siempre que a#e;
entonces esta claro que no podemos demostrar que un
G1l-grupo es un grupo, siguiendo los pasos de la
demostracion anterior, porque falla la demostracion de
existencia de elemento simétrico, pero ademas es posi-
ble hallar un contraejemplo:

Tomemos ahora como G=[1,e0) y como suma
XAY=X+y-1+2 , y como resta x-y=x+y-1-2

En primer lugar la suma es una operacion inter-
na, pues x>=1, y>=1, y la resta también, pues esto se
deduce de que la media aritmética de x-1 y y-1 es
mayor igual que su media geométrica:

LY > oD

es asociativa y conmutativa respecto a la suma,
puesto que estd definida segin xAy=f1(f(x)+f(y)),
siendo f(x)= Ix-1 , F1(X)=x2+1. Tiene elemento neu-
tro, que es el 1, pero el elemento simétrico de X no
se puede calcular como f2(-f(X)), que es X y XAxX=4x-
3.

Por otro lado, la resta se definié x-y=f=1(f(x)-
f(y)), lo cual asegura que cumple 2) (con la excepcién
comprobable de b=e, es decir, b=1), 3) (en este caso
no se cumple si b=e 0 a=e), 4) (tampoco se cum-
ple cuando a=e), 6) se constata substituyendo,y 7) se
cumple porque para X, x-x=1. Ejemplifiquemos en 2
los pasos a seguir para las demostraciones de 2),3),4).
Queremos probar a+(b-c)=(a+b)-c:,

a+(b-c)=f1(f(a)+f(f1(f(b)-f(c))))=F~
(f(a)+(f(b)-f(c)))=

fL((f(a)+f(b))-f(c))=F*(f(f(f(a)+f(b))))-
f(c))=(a+b)-c.

Ahora bien, si f(1)=0, como en este caso, y tal
que f es cuadratica, es decir convierte f(fL(-f(c))))
en f(c) y no en -f(c), luego a+(1l-c)=a+cyno (a+l)-
C, que es a-c. Estaes la Unica excepcidn, que se podria
abreviar diciendo que 1-c=c y no -c, es la causa de la
excepcion). Asi vimos un ejemplo de G1-grupo que
no es un grupo:

El conjunto G anterior.

Si definimos G1-grupo derecha (respectivamen-
te izquierda, centro) como un conjunto en el que estan
definidas dos operaciones (suma Yy resta) internas tales



que cumplen:

1) (a+b)+c=a+(b+c),

2) at+(b-c)=(at+b)-c (Gl-grupo derecha),(b=e,
a+bze),

0 bien (a-b)+c=a-(b-c) (G1l-grupo centro)
(a,b=e),

0 ben (a-b)-c=a-(b+c) (G1-grupo izquierda)
(a2e, a-be),

3) existe un elemento neutro e tal que
ate=e+a=a,

4) e-e=e,

5) Dado a, existe a' (oponente) tal que a-
a'=e=a'-a

Consecuencias:,

1) e es el Unico elemento de G que cumple
X+X=X

supongamos que existe a tal que a+a=a y que
e#a. Entonces (at+a)-a'=a-a'=e,

a+(a-a)=a+e=a, de donde a=e.

1-1) e es el Gnico elemento que cumple X-X=X.

2) El oponente de a' es a.

3) Para todo elemento a, a=2a-a'; a=a+e=a+(a-
a')=2a-a', también a=(at+a’)-a,

4) El oponente de a es Unico.

4-1) ¢'=b' = c=bh,

4-2) c'=e = c=e. e es el oponente de e. Como es
nico,

5) e es Unico.

6-1) Simplificacion por la derecha (supuesto
G1-grupo derecha):,

atc=b+c = a=b. Ya que (a+c)-c'=(b+c)-
c'=a+(c-c')=b+(c-c) => ate=b+e = a=Db (se cze). Si
c=e, de ate=b+e = a=b.

6-2) Simplificacion por la izquierda (supuesto
G1-grupo centro):

c-a=c-b = a=b. Xa que c’-(c-a)=c'-(c-b)=(c'-
c)+a=(c'-c)+b = e+a=e+b = a=b (se cze).

6-3) Simplificacién por la derecha (supuesto
G1-grupo centro):

a-c=b-c = a=b. Xa que (a-c)+c'=a-(c-c')=a-
e=a=(b-c)+c'=b-(c-c")=

b-e=b si a#e y b#e.

6-4) Simplificacién por la derecha (supuesto
G1-grupo izquierda):

a-c=b-c = a=bh. Ya que (a-c)+c'=(b-c)+c'=a+(c'-
c)=b+(c'-c) = ate=b+e = a=b (si ce). Si c=e , de a-
e=b-e = a=b.

6-5) Simplificacion por la izquierda (supuesto
G1-grupo derecha):

c-a=c-b = a=b. Ya que c'-(c-a)=c'-(c-b)=(c'-
c)+a=(c'-c)+b = e+a=e+b = a=b (si c'#e).

Etc...

7-1) La ecuacién x+a=b tiene solucion (G1
grupo derecha),

(x+a)-a'=b-a'=x+(a-a")=x+e=x=b-a,

7-2) La ecuacion x-a=b tiene solucion (G1 grupo
centro),

(x-a)+a'=b+a'=x-(a-a")=x-e=x,

7-3) La ecuacidn x-a=b tiene solucion (G1 grupo
centro),

(x-a)-a’=b-a’=x-(a-a’)=x-e=x=b-a,

7-4) La ecuacion a-x=b tiene solucion (G1 grupo
centro),

a'-(a-x)=a'-b=(a'-a)+x=e+x=x, etc.

8) El panorama de G1-grupos esta lleno de
pequefias demostraciones, sencillas, pero delicadas.
Ademas abren un monton de interrogantes. ¢Puede
extenderse un semigrupo a un conjunto en el que se
pueda resolver x+a=b, no s6lo por simetrizacion, sino
pasando a un G1-grupo?. ¢Es factible extender N con
una resta de modo que forme un G1 grupo?. ¢Existen
G1-grupos que no procedan de una ley cuadratica o
funcién par?. ;Existen G1-grupos derecha y no centro,
por ejemplo?. Son preguntas para contestar en otro
momento.
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Nota: G va por Galiza.



