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RESUMEN

Se generalizan propiedades de los polinomios de Bernoulli y Euler a progresiones
aritméticas. Se estudian los momentos centrales de las progresiones aritméticas en
funcion de estos polinomios y se aplican a casos particulares de ajuste de minimos
cuadrados.

Momentos de una progresion aritmética.
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Engeneral, m,,, =0y m,, =Q(n)d 2P siendo Q(n) un polinomio de grado 2p.
Para obtener las formulas generales utilizaré:
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Polinomios de Bernuilli

Las propiedades de los polinomios de Bernuilli que se van a utilizar son:
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Momentos centrales de una progresion aritmética
Calculamos

:Z(Xi -X)" Z( _(nTJrl)) e para lo que, previamente, hallamos:
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utilizando [1]. EI Gltimo sumando puede expresarse
(N+)(=D*h* = (=D h* = (=1)*(B,(n+1) - B,)h* — (~1)*h*. Es decir, por [2]
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Momentos respecto al origen y suma de potencias
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Y s, =na, siendo s, lasuma de potencias k de los términos de la progresion.
Es posible generalizar la formula [1] para s, .
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Otras formulas

Los polinomios de Euler tienen férmulas en cierta manera semejantes a los de Bernoulli. Asi,
puesto que:

L Ed0+D) + ()" E,(0)
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la misma suma para una progresion aritmética general

es:
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En el caso particular x, =1-h, d=1,
Z(' ) = E.(n+1-h)+(-D)"'E (1- h) E . (n+1-h)+(-D)"*E, (h)
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Ahora, para
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Ek(n; jd si n+k es impar y 0 si n+k es par.

Aplicacion al ajuste minimo cuadrético
En numerosos casos de ajuste minimo cuadratico de un polinomio seré posible elegir los
valores de x de tal manera que estén en progresion aritmética.
Si el polinomio es de grado m, al calcular los coeficientes que hacen minimo

n

Z(yi —P(x,))’ se obtienen m+1 ecuaciones lineales con m+1 incognitas cuyos coeficientes
i=1

son las sumas s, , expresable en funcion de x;, ny d.

Si el polinomio a calcular se escribe y=a, + a,(x — X) +....... +a,(x=X)", los coeficientes

del sistema de ecuaciones resultante seran los momentos m, , por lo que la mitad de los

coeficientes seran cero y los restantes formulados en funcion de ny d.

Ejemplo 1. Ajuste de una recta.
2

Derivando Q= Z(yi —(a+b(x, — X))) respecto aay b e igualando a cero, resulta,
i=1

_ZH:Yi :na+b_zn:(xi —X)=na
Zn:(xi = X)Y; :azn:(xi —Y)+bzn:(xi —X)? :b_32|33(n+1jd2

Lz), simbolizando por y, = &+————
(n“ =1)d n
Ejemplo2. Ajuste de una parabola, y=a +b(x — X) + ¢(x — X)?

El sistema de ecuaciones es:

Larectaes y=y+

M b_L, :y—zzy,y, como sabemos,
m, —m m, m, —m,
(n? —1)d? ym, = (3n* -10n2 +7)d*
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y, =am, +cm,, de donde, a =




Otras propiedades

e” _ZAn(x)— donde A, (x) = -15{%)

Sea p un nimero real. Entonces

y B, (x) son los polinomios de Bernoulli.
e &
Si e = 2B, (Y) '°
_1 n=0
haC|end0 y=x/p obtenemos el resultado.
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Asi 1) A (x+p)=A, (X)+nx"*

A, (x+p) = p“Bn(ﬂ} p"'B (—+lj p“[Bn(iJH{%n J
p p p p
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3) A (p-%) =(-1)" A, (x)
A(p—x)=p -1B(ppxj—p“sn[1—%]= —15[ ]( )" = (-1)" A, (x)
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0 )= 3 1A (Xon)
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5) Sea x, una progresion aritmetica de diferencia p,

Zr:(xr )n—l — An (Xr+l)_ An (Xl)

s=1 n

Tenemos
A (X0) = A (X, + p) = A (x, )+
A (%)= A (X + p)=A (X )+nxT

A ()= A, (5 + )= A, 1)+

Sumando todas las igualdades,
An(Xr+l + nZX _l

6) LX A ()dt = An+1(X) +1An+1(a)
7)A,(pX) = p"'B, (x), etc.
2ext

2 t" X
=Y D (xX)—donde D_(x)= p"'E | = los E_(x
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También
e



son los polinomios de Euler.

Asi 1) D, (x+ p)+ D, (x) = 2x"
2) D, (x)=nD, (X)

3) D,(p—x) =(-1)"D,(x)

4) D, (x+ ph =Z[ j (x)(ph)™™*
k=0
5)Sea X, una progresion aritmética de diferencia p,

i(x )n—l(_l)nfs — Dn (Xr+1)_ Dn (Xl)(_l)r

r
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Dn+1(X) B Dn+1 (a)
n+1

6) j D, (t)dt =

7) D, (px) = p"E, (x) ,etc.

Momentos centrales de una progresion aritmética y ajuste.
Si queremos hacer un ajuste parabolico por el método de minimos cuadrados y los valores
X1, X2, X3.... Xn €StAn en progresion aritmética, entonces los pardmetros de

y=a,+a,(x-X)+a,(Xx=X)*+...+a,(x—-X)"

pueden calcularse en funcién de los momentos centrales(antes calculados) y de las medias
k

Z(Xi _7) Yi
ponderadas Y, :%.
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